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Forord
Øvingsoppgaver:
Dette er en samling av øvingsoppgaver i emnet “MAT110 Statistikk 1” ved Høgskolen i Molde fra
v˚aren 2018. Samlingen inneholder totalt 7 oppgavesett.
Det finnes ogs˚a en tilhørende samling med komplette løsningsforslag til disse øvingsoppgavene.
Samlingen med løsningsforslag finnes i et eget hefte, separert fra dette oppgaveheftet.
Gratis:
B˚ade samlingen med oppgaver og tilhørende samling med komplette løsningsforslag kan lastes ned
gratis via Høgskolen i Molde sin a˚pne kursportal www.himoldeX.no.
Hvordan bruke denne samlingen av gamle øvingsoppgaver?:
Man blir ikke god i statistikk kun ved a˚ se p˚a video. Man ma˚ løse oppgaver.
Videoer:
Komplette sett med forelesningsvideoer finnes p˚a www.himoldeX.no. Trykk her.
Per Kristian Rekdal
Copyright c© Høgskolen i Molde, april 2018.
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Øving  1
(2018)
Oppgavesett nr. 1
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: onsdag 24. jan. kl. 16:00 (versjon 01)
Oppgave 1: ( fordeling, gjennomsnitt, varians og standardavvik )
I denne oppgaven skal vi se p˚a høyden (i cm) hos n = 12 personer.
Vi gjør 12 observasjoner og ma˚ler høyden til de aktuelle personene:
i
xi 172 178 171 185 189 173
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
143 167 157 175 152 168
Figur 1: Høyde xi og person nr. i.
La oss definere følgende variabel:
xi = høyde (i cm) for person nr. i (1)
hvor i = 1, 2, 3, ..., 12.
Figur 2: 12 personer.
1
a) Plott fordelingen til xi, dvs. plott antall personer sfa.
1 høyde.
Del inn høyde i intervall p˚a 10 cm, dvs. del inn høyden i 140 − 149 cm, i 150 − 159 cm osv.
b) Plott høyden xi sfa. person nr. i.
c) Finn gjennomsnittshøyden x.
Tegn inn gjennomsnittshøyden x i figuren i oppgave 1b.
d) Finn empirisk varians S2x.
e) Finn empirisk standardavvik Sx.

1sfa. = som funksjon av
2
Oppgave 2: ( lokaliseringsma˚l og spredningsma˚l )
I kapittel 1 i kurset “MAT110 Statistikk 1” s˚a vi p˚a viktige begreper for statistiske ma˚l med e`n
variabel, blant annet lokaliseringsma˚l og spredningsm˚al for observasjoner. Vi s˚a ogs˚a p˚a viktige
begreper for statistiske ma˚l med to variabeler, samvariasjon mellom to sett med observasjoner.
a) Gi noen eksempler p˚a statistiske størrelser som beskriver “sentrum”, alts˚a lokalisering,
av observasjoner. Skriv ned definisjonene og angi størrelsene som inng˚ar.
b) Gi noen eksempler p˚a statistiske størrelser som beskriver spredningen i observasjoner.
Skriv ned definisjonene og angi størrelsene som inng˚ar.
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Figur 3: Statistikk.
3
c) Innen “beskrivende statistikk” har vi ogs˚a definert noen størrelser som beskriver
samvariasjonen mellom to sett med observasjoner.
For observasjonene x1, x2, ..., xn og y1, y2, ..., yn har vi definert størrelsene
empirisk kovarians Sxy og korrelasjonskoeffisienten Rxy.
i) Skriv ned definisjonene til Sxy og Rxy. Angi størrelsene som inng˚ar.
ii) Hva slags mulige verdier kan Sxy ha?
iii) Hva slags mulige verdier kan Rxy ha?
iv) Hva er Rxy et ma˚l p˚a?
v) Hva slags enhet har Rxy?
vi) Gi en tolkning av korrelasjonskoeffisienten Rxy for verdiene
Rxy = −1, Rxy = 0 og Rxy = 1.

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Oppgave 3: ( kovarians )
Tabellen nedenfor viser sammenhengen mellom pris x og etterspørsel y av en vare.
 Pris  x=xi  
Etterspørsel   y=yi  
 
58 106 154 146 
71 23 27 47 
Figur 4: Sammenheng mellom pris x og etterspørsel y.
a) Finn Sx, Sy, Sxy og Rxy.
2
b) Finn en eksplisitt sammenheng mellom pris x og etterspørsel y. 3
c) Hvilken av de to figurene i fig. 5, A eller B, kan potensielt beskrive sammenhengen
mellom pris og etterspørsel for dataene i tabellen? Gi en kort begrunnelse for svaret.

Q* 
P* 
A B 
Figur 5: Viser fig. A og fig. B.
2Se ogs˚a gjerne eksempel side 46 i kompendiet. Der finner du et eksempel som er analogt (lignende).
3Bruk f.eks. topunktformelen:
y − y1 = y2 − y1
x2 − x1 · (x− x1) (2)
Velg to (vilk˚arlige) punkt x = x1, y = y1 og x = x2, y = y2 fra tabellen i fig. 4 og sett inn i topunktformelen.
5
Oppgave 4: ( korrelasjonskoeffisient - et ma˚l p˚a lineær sammenheng )
Du jobber p˚a Oslo Børs. Du har observert verdien av 4 ulike aksjer A, B, C og D. For a˚ finne ut
om aksje B samsvarer med aksje A s˚a har du observert verdiene til disse aksjene over 100 dager,
(A1, B1), (A2, B2), ... , (A100, B100). Tilsvarende observasjoner har du gjort for de øvrige aksjene.
For finne ut om det er noen sammenheng mellom aksjene s˚a plottes tallparene. Resultatet er vist
i figuren nederst p˚a siden.
De tilhørende korrelasjonskoeffisientene kan regnes ut, f.eks. i Excel4. Resultatene er:
R = 0.95 (3)
R = − 0.02 (4)
R = − 0.70 (5)
Hvilke korrelasjonskoeffisienter og plott hører sammen? 5
A A 
A 
B C 
D 
Figur 6: Sammenhenger mellom aksjene.
4Excel har innebygd en del funksjonalitet for statistikk. Dette skal vi komme tilbake til senere i kurset.
5Skriv svaret rett p˚a figuren og legg arket ved i din besvarelse.
6
Oppgave 5: ( aksjeanalyse )
I denne oppgaven skal vi se p˚a en utvidelse av eksempelet p˚a side 35 i kompendiet.
Tabellene nedenfor viser aksjekursene for selskapene ALFA og BETA. Kursen p˚a aksjene har blitt
registrert over en periode p˚a 5 ma˚neder:
ALFA 
aksjekurs  ( NOK ) 110 103 108 103 114 
a1 a2 a3 a4 a5 
Figur 7: Aksjekurs for selskap ALFA.
BETA 
aksjekurs  ( NOK ) 152 137 169 137 154 
b1 b2 b3 b4 b5 
Figur 8: Aksjekurs for selskap BETA.
a) Finn gjennomsnittskursene a og b. 6
b) Plott aksjekursene ai og bi (i = 1, 2, 3, 4, 5) i en og samme figur.
Plott ogs˚a gjennomsnittene a og b i figuren.
c) Hvilke av aksjekursene vil du anse for a˚ være mest usikker? Begrunn svaret.
6Ta med enheten “NOK”.
7
d) i) Finn variansene S2a og S
2
b .
ii) Stemmer verdiene S2a og S
2
b med konklusjonen i oppgave c? Begrunn svaret.
e) i) Finn kovariansen Sab.
ii) Finn korrelasjonskoeffisienten Rab.
iii) Hva slags enhet har Rab?
iv) Tolk svaret for korrelasjonskoeffisienten Rab.

8
Øving  2
(2018)
Øving  2
(2018)
Oppgavesett nr. 2
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 5. feb. kl. 16:00 (versjon 02)
Oppgave 1: ( oversikt , sannsynlighetsregning )
I kapittel 2 i emnet “MAT110 Statistikk 1” ved Høgskolen i Molde lærer vi om sannsynlighetsreg-
ning. I denne oppgaven skal vi prøve a˚ f˚a en oversikt over dette kapitlet ved a˚ se nærmere p˚a noen
begreper, definisjoner og læresetninger (teorem).
Anta at vi gjør n antall stokastiske forsøk under samme betingelser.
Anta videre at disse forsøkene kan beskrives av en diskret sannsynlighetsmodell,
dvs. utfallene er tellbare.
I en slik diskret modell kan vi si at verdien til utfall nr. i er ui.
Sannsynligheten for at utfall ui skjer er pi.
For a˚ f˚a en kortere notasjon enn i kompendiet, la oss s˚a assosiere ui bare med i, f.eks.. u5 → 5.
Utfallsrommet kan da skrives:
Ω =
{
1 , 2 , ... , i , ... , m
}
(1)
hvor
i = 1, 2, 3, ...,m ( utfall i ) (2)
m = antall mulige utfall (3)
og med ui = verdien til utfall i.
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Figur 1: MAT110 Statistikk 1.
1
Anta videre at, av disse totalt n forsøkene, s˚a er det ni antall forsøk som gir et
bestemt utfall i, dvs:
ni = antall stokastiske forsøk som gir utfall i (4)
n = antall stokastiske forsøk totalt (5)
hvor i = 1, 2, 3, ...,m 1
a) Skriv opp definisjonen av relativ frekvens fi(n) for utfall i.
2
Skriv deretter opp tilhørende definisjon av sannsynlighet pi for utfall i.
Gi en kort tolkning av definisjonen av sannsynligheten pi for utfall i.
3
b) Sannsynlighetene pi i den diskrete sannsynlighetsmodellen vi ser p˚a i denne oppgaven
har to fundamentale egenskaper.
Hvilke?
c) Vi har en diskret sannsynlighetsmodell som beskrevet ovenfor.
Hva menes med en begivenhet? 4
1Alts˚a vi har: 0 ≤ ni ≤ n.
2Her bruker vi en litt kortere notasjon for relativfrekvens enn i kompendiet.
3E´n setning er nok.
4Se gjerne kompendium. Vi er p˚a jakt etter definisjonen av en begivenhet.
2
d) Anta at m = 10, dvs. vi har en diskret sannsynlighetsmodell som beskrevet ovenfor
med 10 mulige utfall med tilhørende sannsynligheter p1, p2, ..., pi, ..., pm.
Utfallsrommet er:
Ω =
{
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8
}
(6)
Utfallene A og B er angitt i figur 2.
Hva er begivenheten A?
Hva er begivenheten B?
Hva er begivenhetene A ∩B, A ∩B og A ∩B?
Hva er er begivenhetene A ∪B, A ∪B og A ∪B?
1
23
6
5
4
B
A
7
8
Figur 2: Begivenhetene mellom A og B.
e) Hva menes med en uniform diskret sannsynlighetsmodell? 5
f) I kapittel 2 i MAT110 har vi lært om 5 forskjellige læresetninger om begivenheter.
Skriv opp disse 5 setningene.
Si kort om disse setningene gjelder alltid eller om det kun gjelder under bestemte
betingelser.

5Svar kort p˚a dette spørsm˚alet. E´n setning er nok.
3
Oppgave 2: ( Venn-diagram )
Tegn et Venn-diagram som illustrerer følgende begivenheter:
a) A ∩B
b) A ∩B ∩ C

Oppgave 3: ( disjunkte begivenheter )
a) Tegn et Venn-diagram som illustrerer at to begivenheter A og B er disjunkte.
b) La A og B være to begivenheter hvor P (A) = 0.6 og P (B) = 0.5.
Kan begivenhetene være disjunkte? 6
Begrunn svaret ved en kort regning. 7

6A˚ spørre om begivenhetene er disjunkte er det samme som a˚ spørre om de overlapper eller ikke.
7Bruk den generelle addisjonssetningen. Regn ut P (A ∪B).
4
Oppgave 4: ( økonomi )
En investor eier tre bedrifter A, B, og C. Det er gjort vurderinger av sannsynlighetene for at en
eller flere av bedriftene skal g˚a med underskudd inneværende a˚r:
 A   går med underskudd  P(A) = 0.30 
 B   går med underskudd  P(B) = 0.50 
P(C) = 0.10  C   går med underskudd  
 A og B   går med underskudd  
 A og C   går med underskudd  
 B og C   går med underskudd  
P(A∩B) = 0.20 
P(A∩C) = 0.01 
P(B∩C) = 0.10 
Figur 3: Sannsynlighet for underskudd.
a) i) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (A ∪B)?
ii) Finn P (A ∪B).
b) i) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (A ∪ C)?
ii) Finn P (A ∪ C).
c) i) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (A ∪ C )?
ii) Finn P (A ∪ C ).
d) i) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (C ∩B)?
ii) Finn P (C ∩B).

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Oppgave 5: ( korrelasjonskoeffisient - et ma˚l p˚a lineær sammenheng )
La oss se p˚a observasjonene/datasettene x og y. Disse datasettene kan være hva som helst, f.eks.
aksje x og aksje y. Anta at disse obervasjonene varierer med tiden. Anta videre at man ma˚ler x
og y over en periode p˚a 20 dager. For dag 1 er verdiene x1 og y1. For dag 2 har verdiene endret
seg til x2 og y2 osv. Helt frem til dag 20 hvor størrelsene har verdiene x20 og y20.
La oss se p˚a 6 forskjellige situasjoner. For alle disse situasjonene ønsker man a˚ finne ut om det er
noen lineær sammenheng mellom x og y. Derfor plottes y som funksjon av x for alle 20 dagene
i en og samme figur. Resultatet er vist nedenfor. For alle disse 6 plottene er tilhørende korrela-
sjonskoeffisient regnet ut. Resultatene er:
Rxy = 0.5 (7)
Rxy = −0.5 (8)
Rxy = 0.9 (9)
Rxy = −0.9 (10)
Rxy ≈ 0 (11)
Rxy ≈ 0 (12)
Hvilken Rxy hører til hvilket plott i figur 4?
8

x 
x 
y 
y 
Figur 4: Sammenhenger mellom x og y.
8Skriv svaret rett p˚a figuren og legg arket ved i din besvarelse.
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Oppgave 6: ( logistikk , prognostisering , korrelasjon )
I emnet “SCM200 Lager- og produksjonsstyring” er metoder for prognostisering 9 av fremtidig
etterspørsel helt vesentlig. Prognostisering handler om a˚ identifisere historiske mønster som vi kan
benytte for a˚ forutsi fremtidig utvikling.
I denne oppgaven skal vi se p˚a salget av iPhone 8 over en periode p˚a 8 uker for Elkjøp-butikkene
i Norge. Fra sitt hovedlager i Oslo leverer Elkjøp iPhoner til alle Elkjøp-butikkene rundt om i
landet.
Vi definerer følgende variabel:
xi = antall solgte iPhoner 8 for uke nr. i (13)
hvor i = 1, 2, 3, ..., 8 ( uke nr. ).
For de aktuelle ukene som vi ser p˚a har vi følgende observasjoner:
Uke nr. i 1 2 3 4 5 6 7 8
Solgte iPhoner xi 3500 3300 3150 3000 2800 2750 2900 3100
Tabell 1: Antall solgte iPhoner xi uke nr. i.
Figur 5: Elkjøp og iPhone 8.
9Prognostisering heter ”forecasting” p˚a engelsk og handler om a˚ bruke historiske data for a˚ kunne si noe om
fremtidige data.
7
Ma˚let i denne oppgaven er a˚ se om det fins korrelasjoner 10 mellom de historiske observasjonene
xi, hvor i = 1, 2, 3, ..., 8.
Plott av observasjonene xi som funksjon av uke nr. i, hvor i = 1, 2, 3, ..., 8:
2 4 6 8 10
2,800
3,000
3,200
3,400
3,600
x
uke nr. i
iPhoner xi
Figur 6: xi som funksjon av uke nr. i
.
10Korrelasjon betyr ”samvariasjon” og m˚aler hvorvidt to størrelser varierer i samsvar/takt/rytme.
8
Den empiriske korrelasjonskoeffisienten Rxy beskriver graden av lineær korrelasjonen mellom
datasettene xi og yi, dvs. mellom datasettene (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn):
11
Rxy =
Sxy
Sx · Sy (14)
Problemet i v˚art tilfelle med Elkjøp er at vi kun har ett datasett av historiske observasjoner,
nemlig xi, ikke to datasett som inng˚ar i definisjonen av korrelasjonskoeffisienten Rxy i lign.(14).
Vi har alts˚a ikke noen a˚penbar y-variabel. 12
Logistikerne p˚a Elkjøp kommer da opp med følgende forslag:
De bestemmer seg for a˚ sjekke om det er samvariasjon mellom to p˚afølgende historiske observa-
sjoner. Det betyr at de bestemmer seg for at y ogs˚a skal være en x-observasjon, men den neste i
rekken, dvs.:
yi = xi+1 (15)
for alle uker i = 1, 2, . . . , 7.
Legg merke til at vi har bare n=7 observasjoner av y, siden y8 = x9 ikke finnes.
11I øving 1, oppgave 3, var x pris og y var tilhørende etterspørsel.
12Uke nr. i, “tiden”, er ikke aktuell som y-variabel. Derfor er det lett a˚ bli lurt dersom man naivt ser p˚a figur 6
n˚ar vi skal diskutere Rxy og tolkningen av den.
9
a) Skriv opp de numeriske tallverdiene for de parvise observasjonene
(x1, y1), (x2, y2), ... , (x7, y7) ved a˚ benytte lign.(15) og tabell 1 p˚a side 7.
b) Regn ut gjennomsnittene x og y.
Ut fra tabell 1 p˚a side 7 og verdiene for gjennomsnittene x og y som du fant i oppgave 6b kan
man regne ut variansene S2x og S
2
y samt den empiriske kovariansen Sxy.
Resultatene er:
S2x = 75 357.14 , S
2
y = 39 166.67 , Sxy = 43 333.33 (16)
Disse størrelsene trenger du ikke a˚ regne ut. Bare ta dem for gitt.
c) Beregn korrelasjonskoeffisienten Rxy.
10
Dersom man plotter observasjonene fra oppgave 6a samt s˚a f˚ar man:
1,000 2,000 3,000 4,000
2,800
3,000
3,200
3,400
xi
yi
Figur 7: yi som funksjon av xi
.
d) Kommenter verdien av korrelasjonskoeffisienten Rxy fra oppgave 6c i lys av figur 7.

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Oppgave 7: ( revisjon )
Statoil ønsker a˚ avdekke feil i sine regnskap. For a˚ avdekke mulige feil har Statoil leid inn et
revisjonsfirma. Siden Statoil er et stort selskap s˚a kan ikke revisjonsfirmaet g˚a gjennom alle regn-
skapene i detalj. Derfor gjør de et tilstrekkelig stort utvalg av regnskapene, og finner p˚a det
grunnlaget sannsynligheten for antall feil i tilhørende bilag.
Resultatet er:
i
sannsynlighet
Sannsynlighet   for   feil
0.10
0 1 til 3 4 til 6 7 til 9 10 til 12 >  12
0.200.25 0.10 0.050.30
#  feil 
1 2 3 4 5 6
Figur 8: Sannsynlighet og antall feil.
La oss se p˚a begivenhetene:
• A = minst e´n feil i bilagene i et tilfeldig valgt Statoil-regnskap
• B = mindre enn 10 feil i bilagene i et tilfeldig valgt Sttaoil-regnskap
Figur 9: Revisjon.
12
a) Vis at sannsynlighetsfordelingen i tabellen er en mulig gyldig sannsynlighetsfordeling.
b) i) Finn P (A). 13
ii) Tolk sannsynligheten P (A). 14
c) i) Finn P (A) direkte ut fra tabellen i figur 8.
ii) Finn P (A) via komplementsetningen.
iii) Tolk sannsynligheten P (A).
d) i) Finn P (B).
ii) Tolk sannsynligheten P (B).
e) i) Finn P (B) direkte ut fra tabellen i figur 8.
ii) Finn P (B) via komplementsetningen.
iii) Tolk sannsynligheten P (B).
f) i) Finn P (A
eller︷︸︸︷∪ B). 15
ii) Tolk sannsynligheten P (A
eller︷︸︸︷∪ B).
g) i) Finn P (A
og︷︸︸︷∩ B) direkte ut fra tabellen i figur 8.
ii) Finn P (A
og︷︸︸︷∩ B) via en av læresetningene du har lært i dette kurset.
iii) Hvordan vil du uttrykke sannsynligheten P (A
og︷︸︸︷∩ B) med ord?

13 Tips: sett ring rundt de cellene i tabellen som tilsvarer A. I denne oppgaven trenger man ikke store utregninger.
Bare skriv ned svaret ved a˚ se p˚a tabellen i figur 8.
14Dvs. beskriv hva sannsynligheten P (A) betyr p˚a “godt norsk”.
15Finn P (A
eller︷︸︸︷∪ B) direkte ut fra tabellen i figur 8.
13
Oppgave 8: ( Monty Hall problem - stick or switch? )
“The Monty Hall problem” er en liten hjernenøtt basert p˚a det amerikanske TV showet
“Let’s Make a Deal” fra 1963. Problemet er oppkalt etter programlederen i showet som heter
Monty Hall.
Deltageren Anne i TV showet st˚ar overfor 3 dører, se figur 10.
Bak en av dørene er det en bil. Bak de andre to dørene er det geiter.
Anne kan velge e´n av dørene.
Dersom hun velger rett dør, s˚a f˚ar hun bilen (!).
Dersom hun velger feil dør, s˚a f˚ar hun ingenting.
a) Anne aner ikke hvilken dør bilen skjuler seg bak.
Derfor kan ikke Anne gjøre noe annet enn a˚ velge en tilfeldig dør i første omgang.
Hva er sannsynligheten for at Anne velger rett dør, dvs. døren hvor bilen er? 16
3  dører 
Figur 10: Monty Hall.
16Her behøver du ikke noen utregninger. Bare a˚ skrive svaret rett ned.
14
La oss n˚a anta at Anne velger dør nr. 1:
Figur 11: Valg.
Programlederen Monty Hall vet hvilken dør bilen skjuler seg bak.
Anta n˚a at Monty Hall a˚pner en av de to gjenværene dørene.
Anta videre at han a˚pner en av dørene som det skjuler seg ei geit bak, f.eks. dør 2:
Figur 12: Geit.
b) Deltageren Anne f˚ar n˚a et tilbud fra Monty Hall:
”Vil du beholde dør 1 eller vil bytte til dør 3 istedet? Stick or switch? ”
Hva bør Anne velge? Gi en kort begrunnelse. 17 18

17Her er det meningen at man skal løse oppgaven p˚a en enkel og kort m˚ate. Veldig lite regning behøves.
. Ta gjerne en titt p˚a denne YouTube-videoen.
18Her kan du gjøre en simulering med Monty Hall.
15
Oppgave 9: ( kombinatorikk , teori )
a) Hva er kombinatorikk? 19
b) Hvilke to grunnprinsipper 20 ma˚ være oppfylt for at urnemodellen skal gjelde?
Forklar, p˚a en kort og enkel ma˚te, hva disse prinsippene innebærer for kulene i
urnemodellen.
c) For diskrete 21 utfallsrom som kan beskrives av urnemodellen fra oppgave 10b
er det en generell sammenheng mellom telling og sannsynlighet.
La A være en begivenhet.
Hva er da den generelle formelen for P (A)? 22
Figur 13: Urner.
19E´n setningen er nok. Bruk gjerne internett. f.eks. Wikipedia, for a˚ finne et god formulering.
20Dvs. antagelser.
21Diskret utfallsrom = tellbart utfallsrom.
22Det er bare en generell sammenheng mellom sannsynlighet og telling vi er p˚a jakt etter, ikke et tall. (Den
sammenhengen vi er p˚a jakt etter heter ”diskrete uniforme sannsynlighetslov”).
16
d) Formelen fra oppgave 9c er avhengig av hvordan vi trekker kulene fra urnen.
To vanlige m˚ater a˚ trekke p˚a er:
• hvorvidt kulene legges tilbake i urnen
• hvorvidt rekkefølgen betyr noe
Beskriv de 4 situasjonene som vi f˚ar fra punktene over.
e) Vi skal n˚a skrive opp de matematiske uttrykkene for antall kombinasjoner
for 3 av de 4 situasjonene fra oppgave 9d ovenfor 23. La:
N = totalt antall kuler i urnen (17)
s = antall kuler som velges fra urnen (18)
Skriv opp et matematisk uttrykk, hvor N og s inng˚ar, som viser antall kombinasjoner
for de 3 situasjonene. Se figur 14.

N = antall kuler 
       i urnen 
s  =  antall kuler som trekkes 
Figur 14: Urne.
23En av situasjonene er ikke pensum.
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Oppgave 10: ( økonomi )
En student som bor i studentboligene p˚a Molde campus har f˚att akutt d˚arlig r˚ad. Studenten har
derfor problemer med a˚ betale husleien og rissikerer a˚ bli kastet ut fra hybelen. I et desperat forsøk
p˚a skaffe penger s˚a arrangerer studenten et lotteri. Dette lotteriet er slik at 7 av totalt 1000 lodd
gir en pengepremie.
En person kjøper lodd hos studenten. Denne personen kjøper kun ett lodd, dvs. s = 1.
I dette tilfellet, n˚ar man kun trekker ett lodd, s˚a har vi lært at de 4 situasjonene som beskrevet i
oppgave 9d er sammenfallende, dvs.:
situasjon 1 = situasjon 2 = situasjon 3 = situasjon 4
I denne oppgaven skal vi teste om dette virkelig stemmer for v˚art konkrete tilfelle.
a) Hva er sannsynligheten for at loddkjøperen trekker et vinnerlodd? 24
Løs oppgaven ved a˚ bruke formelen for antall kombinasjoner beskrevet av situasjon 1
fra oppgave 9e.
Figur 15: Studentboliger.
24Tips: Vi har 2 typer kategorier lodd her: vinnerlodd og taperlodd.
18
b) Hva er sannsynligheten for at loddkjøperen trekker ett vinnerlodd?
Løs oppgaven ved a˚ bruke formelen for antall kombinasjoner beskrevet av situasjon 2
fra oppgave 9e.
c) Hva er sannsynligheten for at loddkjøperen trekker ett vinnerlodd?
Løs oppgaven ved a˚ bruke formelen for antall kombinasjoner beskrevet av situasjon 3
fra oppgave 9e.
d) Hva er konklusjonen?
Er situasjonene 1, 2 og 3 sammenfallende n˚ar vi kun har ett trekk s = 1?

19
Øving  3
(2018)
Oppgavesett nr. 3
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 19. feb. kl. 16:00 (versjon 01)
Oppgave 1: ( revisjon )
XPRO er et firma som tilbyr flerfaglig prosjektadministrative tjenester og uavhengig kontroll,
blant annet innen bygg og anlegg. XPRO, som ble etablert i 2011, er sikre p˚a at de i sitt andre
drifts˚ar, 2012, hadde mye færre feil i sine bilag enn i oppstarts˚aret 2011.
Du er ansatt i revisjonsfirmaet PwC og skal gjøre revisjon av dette nyoppstartede firmaet. Du
vurderer to alternative strategier:
Strategi A: 2000 stikkprøver i 2011 gav 12 bilag med feil,
8000 stikkprøver i 2012 gav 24 bilag med feil,
dvs. “f˚a” stikkprøver i 2011 og “mange“ stikkprøver i 2012.
Strategi B: 4000 stikkprøver i 2011 gav 20 bilag med feil,
1000 stikkprøver i 2012 gav 2 bilag med feil,
dvs. omvendt i forhold til strategi A:
“mange” stikkprøver i 2011 og “f˚a“ stikkprøver i 2012.
Anta at tallene er representative i den forstand at de viser sannsynligheten for at selskapene finner
feil i de to aktuelle a˚rene.
Figur 1: XPRO.
1
a) Dersom du velger strategi A, hva er sannsynligheten for a˚ finne en feil i 2011, PA11?
Og for 2012, PA12?
1
b) Dersom du velger strategi B, hva er sannsynligheten for a˚ finne en feil i 2011, PB11?
Og for 2012, PB12?
Den strategien som gir størst sannsynlighet over en gitt periode anses som best
i den aktuelle perioden.
c) i) Hvilken er strategi er best for a˚ret 2011?
ii) Hvilken er strategi er best for a˚ret 2012?
Istedet for a˚ se p˚a ett a˚r om gangen, som i oppgavene foran, la oss n˚a se p˚a begge a˚rene under
ett.
d) Hvilken strategi er best n˚ar man ser begge a˚rene under ett? 2
e) Sammenlign svarene i oppgave 1c og 1d. Kommenter sammenligningen. 3

1Oppgaver dreier seg om ett trekk, s = 1. Da er situasjon 1, 2, 3 og 4 de samme. Det s˚a vi i øving 2, oppg. 10.
2Regn ut sannsynligheten for strategi A n˚ar du ser begge a˚rene under ett. Gjør det samme for strategi B.
3Dette fenomenet er velkjent i statistikk og kalles Yule-Simpsons paradoks.
2
Oppgave 2: ( økonomi , fond )
Et finansforetak planlegger a˚ markedsføre en portefølje p˚a i alt 10 fond. I det aktuelle markedet
finnes det 75 fond av den typen som foretaket ønsker a˚ satse p˚a. Dette kan formuleres slik:
N = totalt antall valgobjekter (fond) = 75 (1)
s = antall objekter (fond) som velges = 10 (2)
La oss anta at alle fondene gir forskjellig avkastning, slik at vi har et fond som er best, et fond
som er nest best, et fond som er 3. best osv. Helt ned det til 75. beste fondet, dvs. det d˚arligste.
Det er ingen relasjon mellom fondene. Derfor velger finansforetaket fondene tilfeldig.
a) Beskriver oppgaven situasjon 1, 2, 3 eller 4? Begrunn svaret. 4
b) Hvor mange ulike kombinasjoner av fond finnes det totalt? 5
c) Tegn ei enkel prinsippskisse av ei urne som illustrerer situasjonen beskrevet i oppgaven.
Figur 2: Fond.
4Hvilke to spørsm˚al m˚a du stille deg for a˚ avgjøre hvilken situasjon dette tilsvarer?
5Svaret er veldig stort. Skriv ned b˚ade det eksakte svaret og, i tillegg, svaret p˚a formen 2.3 · 1015. (Dette er ikke
svaret. Bare et eksempel p˚a hvordan man kan skrive et stort tall p˚a en kompakt ma˚te.)
3
d) i) Hvor stor sannsynlighet er det for at det beste fondet er blant finansforetakets
10 tilfeldig valgte fond? 6
ii) Hvor stor sannsynlighet er det for at det 21. beste fondet er blant finansforetakets
10 tilfeldig valgte fond?
e) i) Hvor stor sannsynlighet er det for at de to beste fondene er blant finansforetakets
10 tilfeldig valgte fond?
ii) Hvor stor sannsynlighet er det for at det 7. beste og det 19. beste fondet er blant
finansforetakets 10 tilfeldig valgte fond?

6Tips: Se eksempelet p˚a side 117 i kompendiet. Hvilken modell kan vi bruke her? Hva er sammenhengen mellom
antall kombinasjoner og sannsynlighet?
4
Oppgave 3: ( investering )
Brunvoll Holding i Molde ønsker a˚ gjøre investeringer i fond. De bestemmer seg for følgende
fordeling:
• 60 % skal investeres i
=Faks︷ ︸︸ ︷
aksjefond
– av disse skal 30 % investeres i norske fond
– av disse skal 70 % investeres i utenlandske fond
• 40 % skal investeres i
=Fobl︷ ︸︸ ︷
obligasjonsfond
– av disse skal 80 % investeres i norske fond
– av disse skal 20 % investeres i utenlandske fond
a) Tegn et sannsynlighetstre som beskriver situasjonen.
b) Hvor stor brøkdel av midlene er plassert i
=N︷ ︸︸ ︷
norske fond, P (N)?
i) Løs oppgaven “grafisk” ved hjelp av sannsynlighetstreet i oppgave 3a.
ii) Løs oppgaven ved regning. 7
c) Hvor stor andel av midlene som er investert i Norge, er
=Faks︷ ︸︸ ︷
aksjefond? 8

Figur 3: Brunvoll.
7Tips: Bruk formelen for oppsplitting av Ω.
8Dvs. finn P (Faks|N). Tips: Finn først P (N ∩ Faks) via sannsynlighetstreet fra oppgave 3a. Bruk deretter
multiplikasjonssetningen.
5
Oppgave 4: ( økonomi )
KPMG sine avdelingskontor i Møre & Romsdal har sammen utviklet et dataverktøy for a˚ forutsi
hvilke bedrifter som vil g˚a konkurs i løpet av a˚ret. Dataverktøyet har blitt testet p˚a gamle data.
Resultatet fra KPMG-modellen er:
• Av bedriftene som faktisk gikk
K︷ ︸︸ ︷
konkurs ble 80% klassifisert som
objekt︷ ︸︸ ︷
konkursobjekter
• Av bedriftene som
K︷ ︸︸ ︷
ikke gikk konkurs ble 95% klassifisert som
objekt︷ ︸︸ ︷
levedyktige︸ ︷︷ ︸
ikke objekt
a) Skriv opp informasjonen oppgitt ovenfor p˚a matematisk form. 9
Figur 4: KPMG i Molde.
9Bruk notasjonen K for konkurs og “objekt” for bedrifter som er klassifisert som konkursobjekter.
6
b) Hva er sannsynligheten for at bedriften blir klassifisert som
objekt︷ ︸︸ ︷
konkursobjekt gitt at den
faktisk ikke g˚ar konkurs, P (objekt|K)? 10
c) Anta at 10% av bedriftene i Møre & Romsdal g˚ar konkurs i løpet av et gitt a˚r,
dvs. P (K) = 0.10.
Hvor stor sannsynlighet er det for at KPMG-modellen klassifiserer en bedrift som
konkursobjekt, dvs. P (objekt)? 11
d) Ifølge a˚rboken til Statistisk sentralbyr˚a var det 1490 bedrifter i Møre & Romsdal i 2009.
i) Hvor mange bedrifter forventes a˚ klassifiseres som
objekt︷ ︸︸ ︷
konkursobjekt
ifølge modellen til KPMG?
ii) Hvor mange bedrifter forventes a˚ g˚a konkurs i løpet av et gitt a˚r?
e) En bedrift blir klassifisert som
objekt︷ ︸︸ ︷
konkursobjekt.
Hva er sannsynligheten, ifølge KPMG-modellen, for at denne bedriften faktisk g˚ar konkurs
i løpet av a˚ret? 12

10Tips: Bruk komplementsetningen.
11Tips: Bruk formelen for oppsplitting av Ω.
12Dvs. finn P (K|objekt). Tips: Bruk Bayes’ lov.
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Oppgave 5: ( korrelasjonskoeffisient , teori )
Anta at vi har observasjonene/ma˚lingene/datasettene x1, x2, x3, ..., xn og tilhørende y1, y2, y3, ..., yn .
Korrelasjonskoeffisienten Rxy er da definert ved:
Rxy =
Sxy
Sx · Sy (3)
hvor Sxy er den empiriske kovariansen
Sxy =
1
n− 1
n∑
i=1
(xi − x)(yi − y) (4)
og de empiriske standardavvikene Sx og Sy er definert ved
13
Sx =
√
S2x =
√√√√ 1
n− 1
n∑
i=1
(xi − x)2 , Sy =
√
S2y =
√√√√ 1
n− 1
n∑
i=1
(yi − y)2 (7)
og gjennomsnittene x og y er
x =
1
n
n∑
i=1
xi , y =
1
n
n∑
i=1
yi (8)
a) Hvilken verdimengde kan den empiriske kovariansen Sxy ha, i prinsippet?
14
b) Et problem med kovariansen Sxy er at tolkningen ikke er intuitiv.
Hvilke to faktorer er med p˚a a˚ skape dette tolkningsproblemet for kovariansen?
13Husk at den generelle sammenhengen mellom standardavvik og varians er:
std. avvik =
√
varians (5)
alts˚a, for v˚art empiriske tilfelle,
Sx =
√
S2x (6)
14Alts˚a, hvilke mulige verdier kan Sxy ha?
8
c) Hvilken verdimengde kan korrelasjonskoeffisienten Rxy ha?
15
d) Hva betyr det at Rxy er enhetsuavhengig/dimensjonsløs?
e) Hva Rxy et ma˚l p˚a?
f) Hva kan man si om sammenhengen mellom x og y dersom Rxy = 1?
g) Hva betyr det at Rxy = 0?
h) Hva kan man si om sammenhengen mellom x og y dersom Rxy = −1?

Figur 5: Kan denne tegningen ha noe med oppgave 5c a˚ gjøre?
15Alts˚a, hvilke mulige verdier kan Rxy ha?
9
Oppgave 6: ( logistikk )
Glamox er en norsk produsent og leverandør av belysning.
Glamox har til enhver tid mange tilbud ute hos kunder som de venter tilbakemelding p˚a.
Ledetiden - tiden fra tilbud er akseptert av kunde til leveringen av produktene - er ofte veldig
kort. Kort ledetid kan blant annet føre til økte produksjonskostnader.
Men dersom Glamox vet sannsynligheten for at kunder aksepterer tilbud s˚a kan de ”tyvstarte” p˚a
planleggingen for de tilbudene som har en tilstrekkelig høy sannsynlighet for aksept.
Hensikten med denne oppgaven er a˚ finne relevante sannsynligheter for at tilbud aksepteres basert
p˚a to kriterier: selger som har laget tilbudet og verdien p˚a tilbudet.
1) Selgere:
La oss kun se p˚a 3 selgere hos Glamox, nemlig selgerne 1, 2 og 3.
2) Verdi:
La oss for enkelhets skyld kun skille mellom store og sm˚a tilbud, dvs. tilbud som har høy (h) verdi
eller lav (h) verdi i kroner og øre. Det kan f.eks. være tilbud som er over og under 10 000 NOK.
Figur 6: Glamox.
10
Et tilbud blir enten akseptert (a) eller ikke akseptert (a).
Utfallsrommet har da 12 utfall:
Ω =
{
(1, h, a) , (1, h, a) , (1, h, a) , (1, h, a)
(2, h, a) , (2, h, a) , (2, h, a) , (2, h, a) (9)
(3, h, a) , (3, h, a) , (3, h, a) , (3, h, a)
}
Glamox gjør 600 eksperimenter for a˚ estimere relevante sannsynligheter.
Resultatene av disse eksperimentene ble at utfall (1, h, a) inntraff 5 ganger, utfall (1, h, a) inntraff
40 ganger osv.:
Ω =
{ 5︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
40︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
25︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
80︷ ︸︸ ︷
(1, h, a)
8︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
68︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
22︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
102︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) (10)
12︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
85︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
28︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
125︷ ︸︸ ︷
(3, h, a)
}
Sannsynlighetene p1, p2, ..., p12 for de 12 utfallene i utfallsrommet er dermed:
Ω =
{ p1 = 5600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p2 =
40
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p3 =
25
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p4 =
8
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a)
p5 =
8
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p6 =
68
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p7 =
22
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p8 =
102
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) (11)
p9 =
12
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p10 =
85
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p11 =
28
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p12 =
125
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a)
}
11
Ut fra disse resultatene ser vi blant annet at selger 1 laget 150 tilbud, selger 2 laget 200 tilbud og
selger 3 laget 250 tilbud:
N = N1 + N2 + N3 (12)
= 150 + 200 + 250 = 600 (13)
a) Vis at sannsynlighetfordelingen for utfallene i lign.(11) er gyldig.
b) Hvorfor kan vi ikke bruke urnemodellen p˚a sannsynlighetsmodellen beskrevet av
utfallsrommet i lign.(11)?
La oss definere følgende begivenhet:
S3 =
{
(3, h, a) , (3, h, a) , (3, h, a) , (3, h, a)
}
(14)
c) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (S3)?
d) Regn ut tallverdien til P (S3).
16
16Bruk gjerne tallene i lign.(11) .
12
La oss definere følgende begivenhet:
A =
{
(1, h, a) , (1, h, a) , (2, h, a) , (2, h, a) , (3, h, a) , (3, h, a)
}
e) Hvordan vil du tolke sannsynligheten P (A ∩ S3)?
f) Regn ut tallverdien til P (A ∩ S3). 17
Den generelle multiplikasjonssetningen er:
P (A|S3) = P (A ∩ S3)
P (S3)
(15)
g) Bruk den generelle multiplikasjonssetningen i lign.(15) samt svarene fra tidligere deloppgaver
til a˚ regne ut den betingede sannsynligheten P (A|S3).
h) Fra tallene i lign.(10) finner man at: P (A) = 218
600
= 0.3633.
Er begivenhetene A og S3 uavhengige?
18

17Bruk gjerne tallene i lign.(11) .
18Ingen regning behøves her. Det eneste du trenger a˚ gjøre er a˚ sammenligne tallverdien for P (A) med tallverdien
for P (A|S3) fra oppgave 6g.
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Oppgave 7: ( logistikk - prognostisering )
Anta at Glamox gir 20 nye tilbud den første uken i mars 2018.
Glamox ønsker n˚a a˚ bruke sannsynlighetsmodellen fra forrige oppgave til a˚ regne ut relevante
sannsynligheter for disse 20 tilbudene.
Anta at aksept av tilbudene er uavhengige av hverandre.
La oss definere begivenheten A1 ved at kun ett av de 20 tilbudene blir akseptert.
Det betyr alts˚a at det er ett tilbud som blir akseptert (ai) og at de resterende 19 tilbudene
ikke blir akseptert (ai): (i = 1, 2, 4, ..., 20)
A1 =
{ p1︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20) ,
p2︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20) ,
(16)
p3︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20) , ......... ,
p20︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20)
}
hvor vi bruker notasjonen p1 for sannsynligheten at utfall (a1, a2, a3, a4, ..., a20) inntreffer osv.
Sannsynligheten for at kun ett av de 20 tilbudene blir akseptert er dermed:
P (A1) =
20∑
i=1
pi (17)
hvor vi summerer opp til 20 siden det er 20 utfall i begivenheten A1 i lign.(16).
Figur 7: Glamox.
14
a) Hvordan vil du tolke sannsynligheten p1?
Fra oppgave 6 foran vet vi at sannsynligheten for at ett tilbud blir akseptert er:
P (A) =
218
600
(18)
b) Regn ut sannsynligheten p1 ved a˚ bruke lign.(18).
19
c) Bruk p1 fra oppgave 7b til a˚ regne ut tallverdien til P (A1) i lign.(17).
20
19Husk at vi har antatt at aksept av tilbudene er uavhengige av hverandre. Da vet vi, ut fra den spesielle
multiplikasjonssetningen, at sannsynligheten
p1 = P
(
(a1, a2, a3, a4, ..., a20)
)
(19)
er et produkt av totalt 20 sannsynligheter.
20Er sannsynlighetene p1, p2, ..., p20 like?
15
La oss definere begivenheten A3 at 3 av de 20 tilbudene blir akseptert.
Det betyr alts˚a at 3 tilbud blir akseptert og at 17 tilbud ikke blir akseptert:
A3 =
{ p˜1︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20) ,
p˜2︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a3, a4, ..., a20) ,
(20)
p˜N−1︷ ︸︸ ︷
(a1, ..., a17, a18, a19, a20) , ......... ,
p˜N︷ ︸︸ ︷
(a1, a2, a18, a19, a20)
}
hvor vi bruker notasjonen p˜1 for sannsynligheten at utfall (a1, a2, a3, a4, ..., a20) inntreffer osv.
Sannsynligheten for at 3 av de 20 tilbudene blir akseptert er dermed:
P (A3) =
N∑
i=1
p˜i (21)
hvor vi summerer opp til N siden det er N utfall i begivenheten A3 i lign.(20).
d) Hvor mange ma˚ter kan vi oppn˚a at kun 3 aksepterte tilbud p˚a? Alts˚a finn N . 21
e) Regn ut sannsynligheten p˜1 ved a˚ bruke lign.(18).
22
f) Bruk svarene i oppgave 7d og 7e til a˚ regne ut tallverdien til P (A3) i lign. (21).
23

21Spiller rekkefølgene av tilbudene noe? Er det med eller uten tilbakelegging? Hva slags formel er det som da
skal brukes for a˚ finne antall kombinasjoner N?
22Husk at vi har antatt at aksept av tilbudene er uavhengige av hverandre. Da vet vi, ut fra den spesielle
multiplikasjonssetningen, at sannsynligheten
p˜1 = P
(
(a1, a2, a3, a4, ..., a20)
)
(22)
er et produkt av totalt 20 sannsynligheter.
23Er sannsynlighetene p˜1, p˜2, ..., p˜N like?
16
Øving  4
(2018)
Oppgavesett nr. 4
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 5. mars. kl. 16:00 (versjon 02)
Oppgave 1: ( økonomi og Sport Management )
Basert p˚a historiske data har man etablert en sannsynlighetsfordeling for hvor mange ma˚l fot-
ballaget Tufte IL scorer i en kamp. La:
X = antall ma˚l som Tufte IL scorer i løpet av en tilfeldig valgt kamp
Den tilhørende sannsynlighetsfordelingen P (X = xi) er gitt ved følgende tabell:
1
 2 
0.10 
X=xi 
P(X=xi) 
 0  5  3 
0.25 
 1 
0.20 0.15 
 4 
0.15 0.05 
 6 
0.05 
 7 
0.05 
Figur 1: Sannsynlighetsfordeling P (X = xi).
a) Er X en diskret eller kontinuerlig stokastisk variabel? Gi en kort begrunnelse.
b) i) Hva betyr E[X] i v˚art tilfelle? 2
ii) Finn E[X].
c) i) Hva betyr V ar[X] i v˚art tilfelle?
ii) Finn V ar[X].
1For enkelhetsskyld antar vi at Tufte IL aldri scorer mer enn 7 m˚al i løpet av en kamp.
2Dvs. hva betyr E[X] p˚a “godt norsk”/ning?
1
d) Finn standardavviket til X.
e) Hva er sannsynligheten for at Tufte IL scorer mindre enn 4 ma˚l i en kamp? 3
Anta at antall m˚al som scores i ulike kamper er uavhengige.
Tufte IL spiller 28 kamper i løpet av en sesong.
f) i) Hva er sannsynligheten for at det scores mindre enn 4 ma˚l i b˚ade kamp nr. 7 og
kamp nr. 24?
ii) Hva er sannsynligheten for at det scores mindre enn 4 ma˚l i to kamper p˚a rad,
f.eks. kamp nr. 13 og kamp nr. 14?
Figur 2: Tufte IL.
3Dette er en kumulativ sannsynlighet. Se kapittel 5 i kompendiet.
2
g) i) Hva er sannsynligheten for at summen av antall ma˚l som scores i kamp nr. 15 og
kamp nr. 19 er nøyaktig lik 4? 4
ii) Begivenheten fra oppgave 1g i, hvor summen av antall ma˚l som scores
i kamp nr. 15 og kamp nr. 19 er nøyaktig 4, kan ogs˚a modelleres ved at
de 8 utfallene { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } legges i en urne hvor vi trekker
to ganger med tilbakelegging.
Hvorfor er ikke dette en gyldig urnemodell?
4Tips: Dersom vi definerer begivenheten Am = { X = m }, dvs.
Am = begivenheten at det scores m antall m˚al en tilfeldig valgt kamp (1)
s˚a kan 4 m˚al over to kamper f˚as p˚a 5 forskjellige m˚ater:
5 ma˚ter︷ ︸︸ ︷
A4 ∩A0 , A0 ∩A4 , A3 ∩A1 , A1 ∩A3 , A2 ∩A2 (2)
Sannsynligheten av denne er: ( ∪ = eller )
P
[
(A4 ∩A0) ∪ (A0 ∩A4) ∪ (A3 ∩A1) ∪ (A1 ∩A3) ∪ (A2 ∩A2)
]
(3)
Hva impliserer det at ingen av de 5 begivenhetene i lign.(2) kan inntreffe samtidig?
Bruk addisjonssetningen. Bruk deretter multiplikasjonssetningen.
3
DNB er hovedsponsor for Tufte IL. Sponsoravtalen er prestasjonsrettet p˚a en slik ma˚te at de f˚ar
bonus B bestemt av antall ma˚l scoret i løpet av en gitt kamp:
B = cX3 (4)
hvor c = 500 NOK. 5
h) Forklar hvorfor B er en stokastisk variabel. 6
i) i) Hva betyr E[B] i v˚art tilfelle?
ii) Finn E[B].

5c er en konstant, mens X er en stokastisk variabel.
6Se eksempel p˚a 182 i kompendiet, oppgave b i det eksemplet.
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Oppgave 2: ( økonomi )
La oss igjen se p˚a situasjonen til studenten i øving 3 som bor p˚a Molde Campus og som har f˚att
akutt d˚arlig r˚ad. Han arrangerer et nytt lotteri for a˚ skaffe penger slik at kan betale husleien.
Lotteriet han n˚a arrangerer er slik at 7 av totalt 1000 lodd gir en pengepremie p˚a 250 NOK
hver. Hvert lodd koster 10 NOK. Vi antar at studenten f˚ar solgt alle 1000 loddene. Det er lik
sannsynlighet for a˚ trekke de forskjellige loddene, dvs. loddene har “lik vekt”. Vinnernumrene blir
ikke offentliggjort før etter at alle loddene er solgt.
a) Hvor mye tjener studenten p˚a a˚ arrangere lotteriet? 7
En person kjøper s = 2 lodd. Da kan situasjonen i oppgaven form formuleres slik:
N = totalt antall valgobjekter (lodd) = 1000 (5)
s = antall objekter (lodd) som velges (kjøpes) = 2 (6)
b) Begrunn kort hvorfor urnemodellen kan brukes i dette tilfellet. 8
c) Beskriver oppgaven situasjon 1, 2, 3 eller 4? Begrunn svaret. 9
Figur 3: Molde Campus.
7Denne oppgaven har ikke s˚a mye med statistikk a˚ gjøre. Oppgaven har som misjon a˚ vise hvor mye lotteriar-
rangøren (studenten) tjenter.
8Jfr. oppgave 1g ii. Se ogs˚a den bl˚a uthevede delen av den innledende oppgaveteksten øverst p˚a denne siden.
9Hvilke to spørsm˚al m˚a du stille deg for a˚ avgjøre hvilken situasjon dette tilsvarer?
5
Tips: Tegn gjerne en enkel urne som visualiserer situasjonen før du løser
oppgavene 2d, 2e og 2f nedenfor.
Hvor mange vinnerlodd er det i urnen?
Og hvor mange taperlodd er det i urnen?
d) Hva er sannsynligheten for at loddkjøperen ikke vinner? 10
e) Hva er sannsynligheten for at loddkjøperen trekker 1 vinnerlodd? 11
f) Hva er sannsynligheten for at begge loddene til kjøperen vinner?
10Her er det to kategorier lodd. Taperlodd og vinnerlodd. Dermed:
P (begge taperlodd) =
antall gunstige kombinasjoner
antall mulige kombinasjoner totalt
=
kategori 1 · kategori 2
antall mulige
(7)
11Dvs. hva er P (1 vinnerlodd og 1 taperlodd)?
6
La oss definere den diskrete stokastiske variabelen:
X = antall vinnerlodd som loddkjøperen trekker (8)
g) Vis at P (X = x) er en gyldig sannsynlighetsfordeling. 12
12Tips:
P (X = 0) = P (begge taperlodd) (9)
P (X = 1) = P (1 vinnerlodd og 1 taperlodd) (10)
P (X = 2) = P (begge vinnerlodd) (11)
P(X=x) er et gyldig sannsynlighetsfordeling dersom
∑2
i=0 P (X = xi) = 1.
7
La oss definere en diskret stokastisk variabel som beskriver fortjenesten F til loddkjøperen:
F = g ·X − s · p (12)
hvor
g = 250 NOK (“g” for gevinst) (13)
s = 2 (antall lodd som kjøpes) (14)
p = 10 NOK (pris p˚a lodd) (15)
h) i) Hva er forventet fortjeneste til loddkjøperen? 13
ii) Tolk svaret du fikk i oppgave 2h i.
i) Regn ut det samlede tapet for loddkjøperne.
Kommenter svaret i lys av oppgave 2a. 14
Figur 4: Lotteri.
13Her f˚ar du bruk for regnereglene: ( a er en konstant )
E[a + X] = a + E[X]
E[a ·X] = a · E[X]
14Hva har denne oppgaven noe med ordtalket “den enes brød den andres død” a˚ gjøre?
8
Oppgave 3: ( logistikk )
Transport- og logistikkfirmaet Schenker har funnet ut at det tar maksimalt 5 dager a˚ levere kritiske
komponenter til anleggsmaskiner i de nordligste delene av Nord-Norge. Leveringstiden er s˚a viktig
at de har funnet sannsynlighetsfordeling for antall leveringsdager:
 2 
10 % 10 % 60 % 10 % 10 % 
antall dager 
sannsynlighet 
 1  4  5  3 
Figur 5: Sannsynlighet for antall leveringsdager.
La X være antall leveringsdager.
a) Vis at sannsynlighetsfordelingen i tabellen er en mulig gyldig sannsynlighetsfordeling.
b) i) Hva betyr E[X] i v˚art tilfelle? 15
ii) Finn E[X].
Figur 6: Schenker i Nord Norge.
15Dvs. hva betyr E[X] p˚a “godt norsk”/tolkning?
9
c) i) Hva betyr V ar[X] i v˚art tilfelle?
ii) Bruk definisjonen av variansen til a˚ regne ut V ar[X]. 16
iii) Bruk “varianssetningen” til a˚ regne ut V ar[X]. 17
d) Hva er standardavviket av antall leveringsdager, σ[X]?

16Tips: Se kompendiet for definisjonen av V ar[X].
17Tips: Se kompendiet for formulering av “varianssetningen”.
10
Oppgave 4: ( økonomi )
Du jobber i DNB sitt avdelingskontor i Kristiansund.
Du og dine kollegaer ønsker a˚ se nærmere p˚a aksjer i et bestemt firma i shippingmarkedet.
I den sammenheng definerer dere følgende stokatiske variabel:
Xt = aksjekurs (=pris) p˚a aksjen dag nr. t (16)
hvor t = 0, 1, 2.
Dere har funnet ut at følgende sannsynligheter gjelder for aksjer i et bestemt firma i
shippingmarkedet:
• Dag t = 0:
– verdien p˚a aksjen i dag er X0 = 380 NOK
• Dag t = 1:
– sannsynlighet for at aksjen stiger til X1 = 400 NOK i løpet av dag t = 1: 50 %
– sannsynlighet for at aksjen synker til X1 = 360 NOK i løpet av dag t = 1: 50 %
• Dag t = 2:
–
vet︷ ︸︸ ︷
dersom X1 = 400 NOK:
∗ sannsynlighet for at aksjen stiger til X2 = 420 NOK i løpet av dag t = 2: 60 %
∗ sannsynlighet for at aksjen fortsatt er X2 = 400 NOK i løpet av dag t = 2: 40 %
–
vet︷ ︸︸ ︷
dersom X1 = 360 NOK:
∗ sannsynlighet for at aksjen stiger til X2 = 420 NOK i løpet av dag t = 2: 20 %
∗ sannsynlighet for at aksjen synker til X2 = 350 NOK i løpet av dag t = 2: 80 %
11
a) Tegn sannsynlighetstre som viser kursutviklingen til aksjen. 18
b) Regn ut E[X2] ved hjelp av sannsynlighetstreet.
Figur 7: DNB i Kristiansund.
18Sannsynlighetstrær er en m˚ate a˚ visualisere betingede sannsynligheter p˚a. Og opplysningene i denne oppgaven
er nettopp betingede sannsynligheter.
12
En aksjonær eier n = 1000 aksjer i dag, dvs. dag t = 0.
Hun har bestemt seg for følgende strategi:
• Dersom kursen stiger fra dag t = 0 til t = 1, s˚a beholder hun alle aksjene til dag 2.
• Dersom kursen synker fra dag t = 0 til t = 1, s˚a selger hun alle aksjene ved dag 1.
Denne strategien kan beskrives via en stokastisk variabel med kun to utfall: 19 20
Y1 =

1 , dersom kursen stiger fra dag 0 til dag 1
0 , dersom kursen ikke stiger fra dag 0 til dag 1
(17)
Tilsvarende for dag t = 2.
Med strategien som beskrvet ovenfor s˚a er den totale verdien av formuen
til aksjonæren ved dag nr. 2 beskrevet av følgende stokastiske variabel:
F2 = n
(
X1|(Y1 = 0) + X2|(Y1 = 1, Y2 = 0) + X2|(Y1 = 1, Y2 = 1)
)
(18)
som betyr
F2 = n
(
X1| ikke stiger dag 1︸ ︷︷ ︸
vet
(19)
+ X2| stiger dag 1, men ikke dag 2︸ ︷︷ ︸
vet
+ X2| stiger dag 1 og dag 2︸ ︷︷ ︸
vet
)
19Ja-nei-variabel, ogs˚a kalt en stokastisk binær variabel.
20For de av dere som har emnet SCM200 s˚a kjenner dere igjen denne type variabler som ja-nei-beslutninger.
13
Forventningsverdien til formuen F2 i lign.(18) er da:
21
E[F2] = n
(
x1P
(
X1|Y1 = 0
)
(20)
+ x2P
(
X2|(Y1 = 1, Y2 = 0)
)
+ x2P
(
X2|(Y1 = 1, Y2 = 1)
) )
c) Finn E[F2].
22
d) Gi en tolkning av E[F2].
23

21 Eventuelle bankinnskudd st˚ar inne kun e`n dag, s˚a vi ser bort fra renteinntekter.
22Bruk lign.(20). Man behøver ikke bruke sannsynlighetstreet for a˚ løse denne oppgaven, men det kan være lettest
a˚ se p˚a sannsynlighetstreet fra oppgave 4a for a˚ finne de betingede sannsynlighetene og de tilhørende verdiene xt.
23 E`n setning er nok.
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Oppgave 5: ( produksjonsplanlegging , økonomi )
Malingsprodusenten Jotun er en industribedrift som produserer maling og pulverlakk.
Malingens vei fra pulver til ferdig produkt innbærer en del blandingsprosesser samt justeringer av
fordelingen mellom pulver og andre stoffer.
Før malingen kan legges ut for salg ma˚ den tilfredsstille visse blandings- og kvalitetkrav.
Malingen anses som “defekt” dersom den ikke tilfredsstiller disse kravene.
Jotun blander malingen i maksimalt 4 timer i en gitt tank. Etter hver time gjør de en test for a˚ se
om malingen er innenfor blandings- og kvalitetkravene. Dersom malingen ikke er det, s˚a forsetter
de blandings- og justeringsprosessen en time til. Første ma˚ling skjer etter e`n time.
Blanding av maling koster tid og penger. Derfor ønsker Jotun a˚ se nærmere p˚a hvor lenge de bør
blande malingen for a˚ komme innenfor blandings- og kvalitetkravene.
I den sammenheng definerer Jotun følgende begivenheter:
Dt
def.
= malingen er fortsatt “defekt” etter t timer med blanding og justeringer (21)
hvor t = 1, 2, 3, 4.
Figur 8: Jotun.
15
Anta i denne oppgaven at:
P (D1) = 0.30 (22)
P (D2|D1) = 0.10 (23)
P (D3|D2 ∩D1) = 0.02 (24)
P (D4|D3 ∩D2 ∩D1) = 0 (25)
a) Finn P (D1).
24
b) Finn P (D2|D1). 25
c) Gi en kort tolkning av sannsynligheten P (D2 ∩D1).
d) Bruk resultatet fra oppgave 5b samt den generelle multiplikasjonssetningen
til a˚ vise at:
P (D2 ∩D1) = 0.27 (26)
24Bruk komplementsetningen.
25Husk at komplementsetningen for en betinget sannsynlighet er: P (B|A) + P (B|A) = 1.
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Sannsynligheten P (D3 ∩D2 ∩D1), dvs. sannsynligheten for at malingen er OK etter 3 timer,
kan finnes ved a˚ bruke sannsynlighetstreet i figur 9.
Dersom man følger den rosa, stiplede linjen s˚a innser man at:
P (D3 ∩D2 ∩D1) = P (D3|D2 ∩D1)P (D2|D1)P (D1) (27)
= 0.98 · 0.10 · 0.30 = 0.0294 (28)
e) Bruk sannsynlighetstreet i figur 9 og vis, slik som illustrert i lign.(27) og (28), at:
P (D4 ∩D3 ∩D2 ∩D1) = 0.0006. (29)
hvor P (D4 ∩D3 ∩D2 ∩D1) er sannsynligheten for at malingen er OK etter 4 timer.
OK Defekt 
Defekt 
Defekt 
OK 
OK 
Defekt OK 
P( D1 ) = 0.30 
P( D2|D1 ) = 0.10 
P( D3|D2∩D1 ) = 0.02 
P( D4|D3∩D2∩D1 ) = 0 
P( D1 ) 
P( D2|D1 ) 
P( D3|D1∩D2 ) = 0.98 
P( D4|D3∩D2∩D1 )  = 1  
maling 
P(D2∩D1) =  0.27  
P( D3∩D2∩D1 )  =  P(D3|D2∩D1) P(D2|D1) P(D1) 
                            =  0.98 ּ   0.10 ּ  0.30  
                            = 0.0294 
P( D4∩D3∩D2∩D1 )  = 0.0006  
P(D1)    
Figur 9: Sannsynlighetstre.
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Istedet for a˚ se p˚a begivenheter, som vi har regnet p˚a s˚a langt i oppgaven, la oss n˚a introdusere
en stokastisk variabel. Vi definerer den stokastiske variabelen X:
X = antall timer som Jotun bruker p˚a blanding og justeringer av malingen (30)
før malingen kommer innenfor blandings- og kvalitetskravene
med utfallsrom Ω = {1, 2, 3, 4}. Forventet antall timer som Jotun bruker p˚a blanding og justeringer
av malingen før de kommer innenfor kravene er dermed:
E[X] =
4∑
i=1
xi · P (X = xi) (31)
hvor
P (X = 1) = P (D1) (32)
P (X = 2) = P (D2 ∩D1) (33)
P (X = 3) = P (D3 ∩D2 ∩D1) (34)
P (X = 4) = P (D4 ∩D3 ∩D2 ∩D1) (35)
og x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 og x4 = 4 timer.
f) Bruk resultatene fra tidligere deloppgaver samt lign.(31) til a˚ finne E[X].
g) Vis at P (X = xi) er en gyldig sannsynlighetsfordeling.
26

26Tips: vis at de 4 sannsynlighetene i lign.(31) summeres til 1.
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Oppgave 6: ( oversikt over formler, kap. 2, 3 og 4. )
Nedenfor ser du 12 sentrale formler som vi har lært om i kapittel 2, 3 og 4 i “MAT110 Statistikk 1”.
I vedlegg A bakerst i dette oppgavesettet finner du en tabell med 12 ledige ruter under kolonnen
“Formler”. Plasser formlene nedenfor i riktig rute. 27
P (A|B) = P (B|A) · P (A)
P (B)
(36)
P (A
og︷︸︸︷∩ B) = P (A) · P (B) (37)
P (A) =
antall gunstige kombinasjoner for A
antall mulige kombinasjoner totalt
(38)
P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩B) (39)
P (A
og︷︸︸︷∩ B) = 1 − P (A eller︷︸︸︷∪ B) (40)
P (A) = P (A ∩B1) + P (A ∩B2)
= P (A|B1) · P (B1) + P (A|B2) · P (B2) (41)
P (A
og︷︸︸︷∩ B) = P (A|B) · P (B) (42)
= P (B|A) · P (A) (43)
P (B|A) = P (A|B) · P (B)
P (A)
(44)
27Skriv inn formlene for h˚and i riktig rute og lever inn.
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P (A) = 1 − P (A) (45)
P (A
eller︷︸︸︷∪ B) = P (A) + P (B) (46)
P (A
og︷︸︸︷∩ B) = 1 − P (A eller︷︸︸︷∪ B) (47)
P (A
eller︷︸︸︷∪ B) = P (A) + P (B)−P (A og︷︸︸︷∩ B)︸ ︷︷ ︸
ekstra ledd
(48)
20
Nedenfor ser du 10 kommentarer. I vedlegget finner du en tabell med 10 ledige ruter under kolonnen
“Kommentar”. Plasser kommentarene nedenfor i riktig rute. 28
“og” (49)
1) urnemodellen (50)
2) kombinatorisk sannsynlighet
1) sammenhengen mellom “og” og betinget sannsynlighet (51)
2) gjelder alltid
“og” og “eller” med NOT (52)
mix (53)
A = ikke A (54)
1) sammenhengen mellom “og” og “eller” (55)
2) gjelder alltid
1) A og B er uavhengige (56)
2) uavhengighetstest
3) “og” sannsynlighet
28Skriv inn formlene for h˚and i riktig rute og lever inn.
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1) A og B er disjunkte (57)
2) “eller” sannsynlighet
1) “speilbrødre” (58)
2) gjelder alltid

22
Oppgave 7: ( empiriske størrelser vs stokastiske variabler , teori )
a) Hva er en stokastisk variabel? 29
Vi har lært om tre “hovedtyper” størrelser i “MAT110 Statistikk 1”:
1) Observasjoner x1, x2, ..., xn.
30
2) Begivenheter A, B, C, ... med utfallsrommet Ω = {A,B,C, ... }. 31
3) Stokastiske variabler X, Y , Z, ... er utstyrt med en sanns.fordeling P (X = x). 32
a) X kopler intervaller I p˚a den reelle aksen med begivenheter A, B, C, ...
. i utfallsrommmet Ω, og omvendt.
b) X er utstyrt med en sannsynlighetsfordeling Px(I) = P (A)
c) Legg merke til at X i seg selv ikke gir noen sannsynligheter,
. men det gir en interessant tallverdi.
d) Disse tallverdiene finner vi ved observasjoner x1, x2, x3,...
I denne oppgaven skal vi kun se p˚a observasjoner og diskrete stokastiske variabler.
Tre  hovedtyper  størrelser i MAT110: 
1) Observasjoner ( x1, x2, .... , xn  ,  x  , Sx
2 ) 
2) Begivenheter    ( A,B, .... ) 
3) Stokastiske variabler  ( X, E[X], Var[X] ) 
Figur 10: Fra video nr. 502 i MAT110 fra 2016 p˚a www.himoldeX.no.
29E`n setningen er nok. Bruk gjerne internett, f.eks. Wikipedia, for a˚ finne et god formulering. Eller se definisjonen
i kompendiet.
30Kapittel 1, beskrivende statistikk.
31Kapittel 2 og 4, sannsynlighetsregning og mengdelære.
32Kapittel 5, 6 og 7.
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Anta at vi har en stokastisk variabel X og tilhørende observasjoner x1, x2, x3,...
Gjennomsnittet for observasjoner x1, x2, ..., xn betegnes ofte x.
Forventningsverdien til en stokastisk variabel X betegnes ofte E[X].
Man kan si at:
x = en ma˚ling av E[X] = estimator for E[X] (59)
hvor
x = en ma˚lt verdi (60)
E[X] = teoretisk verdi (61)
Ofte er E[X] ukjent og vi bruker en estimator - som regel x - for a˚ estimere E[X]. 33
E[X] representerer “sentrum”/tyngdepunktet for den stokastiske variabelen X.
b) Skriv ned de matematiske definisjonene, alts˚a formlene, for x og E[X].
Kommenter likhetene / ulikhetene til disse formlene. 34
33Estimatorer og estimering er pensum i “MAT210 Statistikk 2”. Jo flere observasjoner n vi har, jo bedre estimat.
Vi nøyer oss her med a˚ si at dette har noe med sentralgrenseteoremet (CLT) a˚ gjøre. CLT skal vi se næremere p˚a
i kapittel 7.
34Er formlene for x og E[X] analoge?
. Har de samme matematiske oppbygning? Har de mulige verdiene lik eller ulikt vekt?
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Anta igjen at vi har en stokastisk variabel X og tilhørende observasjoner x1, x2, x3,...
Den empiriske variansen for observasjoner x1, x2, ..., xn betegnes ofte S
2
x.
Variansen til en stokastisk variabel X betegnes ofte V ar[X].
Man kan si at:
S2x = en ma˚ling av V ar[X] = estimator for V ar[X] (62)
hvor
S2x = en ma˚lt verdi (63)
V ar[X] = teoretisk verdi (64)
Ofte er V ar[X] ukjent og vi bruker en estimator - som regel S2x - for a˚ estimere V ar[X].
35
V ar[X] representerer “usikkerheten”/variasjonene for den stokastiske variabelen X.
c) Skriv ned de matematiske definisjonene, alts˚a formlene, for S2x og V ar[X].
Kommenter likhetene / ulikhetene til disse formlene. 36
35Estimatorer og estimering er pensum i “MAT210 Statistikk 2”. Jo flere observasjoner n vi har, jo bedre estimat.
Vi nøyer oss her med a˚ si at dette har noe med sentralgrenseteoremet (CLT) a˚ gjøre. CLT skal vi se næremere p˚a
i kapittel 7.
36Er formlene for S2x og V ar[X] analoge?
. Har de samme matematiske oppbygning? Har de mulige verdiene lik eller ulikt vekt?
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d) Begrunn/kommenter, via Pythagoras’ læresetning (se figur 11), hvorfor det er slik at
avviket er opphøyd i andre i størrelsene S2x og V ar[X].
Gi ogs˚a en kort begrunnelse for hvorfor standardavvikene Sx og σ[X], gitt ved
Sx =
√
S2x , σ[X] =
√
V ar[X] (65)
har en umiddelbar tolkning, mens tolkningen av variansene S2x og V ar[X]
ikke er s˚a a˚penbar.

Avstand  mellom  punkter  i  rommet: 
x1 , y1 
x2 , y2 
d =     (x1-x2)
2 + (y1-y2)
2  
d 
Figur 11: Fra video nr. 504 i SCM200 fra 2016 p˚a www.himoldeX.no.
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Oppgave 8: ( logistikk - prognostisering )
La oss fortsette med Glamox-oppgavene fra øving 3.
Glamox ønsker n˚a a˚ bruke sannsynlighetsmodellen fra forrige øving til a˚ regne ut størrelser for a˚
kunne gjøre en mer presis prognostisering og dermed ha mulighet til a˚ planlegge bedre.
For a˚ unng˚a mye repeterende regning, la oss kun se p˚a 6 tilbud. Seks nye tilbud.
La oss se p˚a to tilbud fra hver av de tre selgerne.
Anta at hvert av de 6 tilbudene har produkter som best˚ar en bestemt komponent som Glamox
ma˚ produsere. Det trengs ni enheter at denne komponenten i tilbud i.
Anta videre at verdien til tilbud nr. i er vi (i NOK).
2 500
Tilbud nr. i
Verdi vi    ( NOK )
1 2 63 4 5
Selger   Sj    ( j = 1,2,3 )
33 000 105 000 5 800 39 700 1 950
1 1 2
Høyt (h)  eller  lavt (h)  tilbud
Antall komp.  ni 8 113 357 16 128 5
2 3 3
h h h h h h
Figur 12: Glamox.
Figur 13: Glamox.
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Tilbud 1: ( S1 og H )
La oss først kun se p˚a tilbud 1.
Fra tabellen i figur (12) vet vi at tilbud 1 er et lavt H tilbud gitt av selger S1.
Vi ønsker a˚ finne sannsynligheten for at tilbud 1 blir akseptert,
dvs. vi ønsker a˚ finne aksept-sannsynligheten P
(
A | S1 ∩H︸ ︷︷ ︸
vet
)
n˚ar vi vet S1 ∩H.
Aksept-sannsynligheten for tilbud 1 er dermed gitt ved
den generelle multiplikasjonssetningen:
P
(
A |
vet︷ ︸︸ ︷
S1 ∩H
)
=
P (S1 ∩H ∩ A)
P (S1 ∩H)
(66)
For a˚ regne ut aksept-sannsynligheten i lign.(66) s˚a bruker vi de 600 tilbudene fra øving 3, dvs.
de bruker sannsynlighetsmodellen fra forrige øving.
Utfallsrommet Ω fra øving 3 finner du i vedlegg B bakerst i øvingen.
Fra dette vedlegget B ser vi at:
P (S1 ∩H ∩ A) = p2 = 40
600
(67)
og
P (S1 ∩H) = p2 + p4 = 40
600
+
80
600
=
120
600
(68)
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a) Bruk den generelle multiplikasjonssetningen i lign.(66) samt lign.(67) og (68)
til a˚ regne ut den betingede sannsynligheten P
(
A | S1 ∩H︸ ︷︷ ︸
vet
)
.
b) Bruk komplementsetningen til a˚ regne ut P
(
A | S1 ∩H︸ ︷︷ ︸
vet
)
. 37
37Komplementsetningen for v˚art tilfelle er:
P
(
A |S1 ∩H
)
+ P
(
A |S1 ∩H
)
= 1 (69)
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La oss introdusere to stokastiske variabler:
1) Stokastisk med kun to utfall: 381
Yi =

1 , dersom kunde aksepterer tilbud nr. i
0 , dersom kunde ikke aksepterer tilbud nr. i
(70)
hvor i = 1, 2, ..., 6, med
P (Y1 = 1) = P (A|S1 ∩H) (71)
P (Y2 = 1) = P (A|S1 ∩H) (72)
P (Y3 = 1) = P (A|S2 ∩H) (73)
P (Y4 = 1) = P (A|S2 ∩H) (74)
P (Y5 = 1) = P (A|S3 ∩H) (75)
P (Y6 = 1) = P (A|S3 ∩H) (76)
2) Stokastiske variabler
Xi = niYi (77)
hvor (i = 1, 2, 3, .., 6)
Xi = antall komponenter i tilbud nr. i som blir solgt (78)
(akseptert av kunde)
ni = antall komponenter i tilbud nr. i (se tabell 12) (79)
38Ja-nei-variabel, ogs˚a kalt en stokastisk binær variabel.
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Antall komponenter som forventes solgt for tilbud 1 er dermed:
E[X1] = n1E[Y1] = n1
(
0 · P (A|S1 ∩H) + 1·
= 40
120︷ ︸︸ ︷
P (A|S1 ∩H)
)
(80)
alts˚a
E[X1] = n1 P (A|S1 ∩H) (81)
c) Bruk lign.(81) samt svaret fra oppgave 8a til a˚ regne ut E[X1].
39
39Antall komponenter n1 i tilbud nr. 1 finner du i tabell 12.
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Den stokastiske variabelen X:
X =
6∑
i=1
Xi (82)
er summen av antall solgte komponenter for de 6 aktuelle tilbudene.
Tilhørende forventingsverdi er:
E[X] =
6∑
i=1
E[Xi] (83)
og kan skrives
E[X] = E[X1] + E[X2] + E[X3] + E[X4] + E[X5] + E[X6] (84)
eller
E[X] = n1P (A|S1 ∩H) + n2P (A|S1 ∩H)
+ n3P (A|S2 ∩H) + n4P (A|S2 ∩H) (85)
+ n5P (A|S3 ∩H) + n6P (A|S3 ∩H)
d) Aksept-sannsynlighetene i lign.(85) for de 6 tilbudene kan finnes p˚a samme m˚ate
som vist for tilbud 1 tidligere i oppgaven.
Disse aksept-sannsynlighetene er oppgitt i tabellen i figur (14).
Finn tallverdien for E[X]. 40
40Bruk lign.(85) og tallene i tabell 14, dvs. vedlegg C.
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Den stokastiske variabelen V :
V =
6∑
i=1
Vi (86)
er verdien av de 6 aktuelle tilbudene.
Tilhørende forventingsverdi er:
E[V ] =
6∑
i=1
E[Vi] (87)
som kan skrives
E[V ] = E[V1] + E[V2] + E[V3] + E[V4] + E[V5] + E[V6] (88)
eller
E[V ] = v1P (A|S1 ∩H) + v2P (A|S1 ∩H)
+ v3P (A|S2 ∩H) + v4P (A|S2 ∩H) (89)
+ v5P (A|S3 ∩H) + v6P (A|S3 ∩H)
e) Finn tallverdien for E[V ]. 41
f) Gi en tolkning av E[V ]. 42

41Bruk lign.(89) og tallene i tabell 14, dvs. vedlegg C.
42 E`n setning er nok.
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Vedlegg A
( tilhørende  oppgave 6 )
Kommentar 
Øving 4     ,     Oppgave 6 
Formel 
Ark nr. 1: 
Setn. 
Den spesielle 
add. setn. 
Den generelle 
add. setn. 
Den spesielle 
mult. setn. 
Den generelle 
mult. setn. 
Kommentar 
Øving 4     ,     Oppgave 6 
Formel 
Ark nr. 2: 
Setn. 
Komplement 
       setn. 
      Total 
sannsynlighet 
Tvilling setn. 
Kommentar 
Øving 4     ,     Oppgave 6 
Formel 
Ark nr. 3: 
Setn. 
Kombinatorisk 
 sannsynlighet 
Bayes   lov 
Oppsplitting 
      av   Ω  
Vedlegg B
Utfallsrommet Ω fra øving 3 og tilhørende sannsynligheter:
Ω =
{ p1 = 5600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p2 =
40
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p3 =
25
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a) ,
p4 =
80
600︷ ︸︸ ︷
(1, h, a)
p5 =
8
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p6 =
68
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p7 =
22
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) ,
p8 =
102
600︷ ︸︸ ︷
(2, h, a) (90)
p9 =
12
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p10 =
85
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p11 =
28
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a) ,
p12 =
125
600︷ ︸︸ ︷
(3, h, a)
}
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Vedlegg C
2 500
Tilbud nr. i
Verdi vi    ( NOK )
1 2 63 4 5
Selger   Sj    ( j = 1,2,3 )
33 000 105 000 5 800 39 700 1 950
1 1 2
Høy (h)  eller  lavt (h)  tilbud
Antall komp.  ni 8 113 357 16 128 5
2 3 3
h h h h h h
P( A | S1∩H )
=
40
120
P( A | S1∩H )
=
Sanns. for aksept 5
30
P( A | S2∩H )
=
8
30
=
P( A | S2∩H )
68
170
=
12
40
P( A | S2∩H ) P( A | S3∩H )
85
=
110
Figur 14: Aksept-sannsynligheter i rødt.
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Øving  5
(2018)
Oppgavesett nr. 5
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 19. mars kl. 16:00 (version 01)
Oppgave 1: ( logistikk )
Et transportfirma har et varemottak for lastebiler med spesialgods, se figur 1.
De ansatte i firmaet ønsker a˚ se nærmere p˚a behandlingstiden for a˚ laste av lasten p˚a vogntogene.
I den sammenheng bestemmer de seg for a˚ definere følgende stokastiske variabel X:
X = antall minutter behandlingstid for a˚ laste av lasten p˚a en tilfeldig valgt lastebil (1)
Tiden det tar a˚ laste av de tre typene lastebiler er:
laste av en liten lastebil: 10 minutter (2)
laste av en mellomstor lastebil: 20 minutter (3)
laste av en stor lastebil: 30 minutter (4)
Figur 1: Vogntog og varemottak.
1
Anta at X har følgende sannsynlighetsfordeling:
xi 
P(X=xi) 0.5 0.3 0.2 
20 10 30 
Figur 2: Sannsynlighetsfordeling P (X = xi), hvor i = 1, 2, 3.
a) Finn forventet behandlingstid E[X] for a˚ laste av lasten til en tilfeldig valgt lastebil. 1
b) Finn V ar[X] for a˚ laste av lasten til en tilfeldig valgt lastebil. 2
Hva er tilhørende standardavvik σ[X]?
La oss n˚a se p˚a en situasjon hvor det st˚ar 3 tilfeldige lastebiler foran deg i kø. La X1, X2 og
X3 være den tiden det tar for a˚ laste av lasten p˚a de tre lastebilene som st˚ar foran deg i køen.
Ventetiden V for at din lastebil skal bli tømt er da:
V = X1 +X2 +X3 (5)
c) Hva er fortventet ventetid E[V ]?
1Bruk gjerne definisjonen av forventning E[X]. Se formelsamling.
2Bruk gjerne definisjonen av varians V ar[X]. Se formelsamling.
2
d) Finn V ar[V ], dvs. finn variansen til ventetiden.
Hva er tilhørende standardavvik σ[V ]?
La oss n˚a innføre følgende kortnotasjon for den simultane sannsynligheten:
p(x1, x2, x3) ≡ P
(
X1 = x1 og X2 = x2 og X3 = x3
)
(6)
e) Finn den simultane sannsynligheten p(30, 30, 30). 3
f) Gi en kort tolkning av sannsynligheten p(30, 30, 30).
3Husk at lastebilene ankommer varemottaket uavhengige av hverandre.
3
Siden sannsynlighetsfordelingen til V ogs˚a er normalisert, dvs. summerer seg til 1, s˚a er:
P (V ≤ 80) + P (V = 90) = 1 (7)
g) Bruk lign.(7) til finne sannsynligheten for at du ma˚ vente 80 minutter eller mindre,
dvs. finn P (V ≤ 80).
For a˚ finne sannsynligheten for at ventetiden V er akkurat 50 minutter s˚a m˚a vi summere alle
kombinasjoner av de simultane sannsynlighetene som gir 50 minutters ventetid:
P (V = 50) = p(10, 10, 30) + p(10, 30, 10) + p(30, 10, 10)
+ p(20, 20, 10) + p(20, 10, 20) + p(10, 20, 20) (8)
h) Finn sannsynligheten P (V = 50),
dvs. finn sannsynligheten for at du ma˚ vente i 50 minutter før din lastebil blir ekspedert.

Figur 3: Kø. Ventetid.
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Oppgave 2: ( økonomi )
Du jobber som økonomisjef ved Elkjøp Møre og Romsdal. I forbindelse med lansering og salg
av iPhone 11 høsten 2018 ønsker du a˚ vite mer om hva slags salgstall og omsetning Elkjøp kan
forvente seg n˚ar telefonen slippes p˚a markedet. Derfor engasjerer du studentene ved Høgskolen
i Molde som har hatt faget “SCM300 Survey Design” for a˚ finne ut mer om potensiell pris og
etterspørsel. Undersøkelsene til studentene er blant annet basert p˚a:
• historiske tall, f.eks. salgstall fra iPhone 9 og iPhone 10
• hvordan man tror markedet responderer p˚a den nye telefonen
• mottagelsen iPhone 11 har f˚att i tester
• om det er andre konkurrerende selskaper (f.eks. Samsung, Sony Ericsson, Nokia) som ogs˚a
har store lanseringer høsten 2018
Figur 4: iPhone 11 lanseres høsten 2018.
5
Studentene bestemmer seg for definere følgende stokastiske variabler:
• X = prisen p˚a iPhone 11 (NOK)
• Y = antall enheter som omsettes av iPhone 11 i løpet av første uken etter lansering
. (antall telefoner som omsettes for Elkjøp i hele Møre og Romsdal)
Pris  (NOK) 
X = 1000 
X = 1500 
Y = 90 Y = 150  Y = 210 
0.05 0.10 0.15 
0.10 0.10 0.20 
Antall enheter 
X = 2000 0.15 0.05 0.10 
Figur 5: Simultanfordelingen til X og Y .
a) i) Hva er marginalsannsynlighetene for prisen X? 4
ii) Hva er marginalsannsynlighetene for antall solgte enheter Y ? 5
b) i) Hvilken pris kan markedet forvente seg p˚a iPhone 11?
ii) Hvor mange telefoner forventer Elkjøp a˚ selge i Møre og Romsdal første uken?
4Marginalsannsynlighetene for prisen er P (X = 1000), P (X = 1500) og P (X = 2000), (se formelsamling).
5Marginalsannsynlighetene for antall solgte varer er P (Y = 90), P (Y = 150) og P (Y = 210), (se formelsamling).
6
c) Hvilken omsetning forventer Elkjøp seg den første uken etter lansering? 6
d) Er pris X og etterspørsel Y uavhengige? 7
La oss si at du bestemmer deg for a˚ fastsette prisen p˚a en iPhone 11 til X = 1000 NOK. Du ønsker
derfor a˚ finne de betingede sannsynlighetene P (Y |X = 1000), for Y = 90, Y = 150 og Y = 210.
e) i) Finn de betingede sannsynlighetene P (Y |X = 1000), for Y = 90, Y = 150 og Y = 210. 8
ii) Med den fastsatte prisen X = 1000 NOK, hva blir forventet omsetning? 9
La oss si at du isteden bestemmer deg for a˚ fastsette prisen p˚a en iPhone 11 til X = 1500 NOK.
f) i) Finn de betingede sannsynlighetene P (Y |X = 1500), for Y = 90, Y = 150 og Y = 210.
ii) Med den fastsatte prisen X = 1500 NOK, hva blir forventet omsetningen?
g) Dersom du har gjort oppgave 2e og 2f riktig s˚a ser du at økt pris gir økt omsetning.
Behøver det a˚ være slik alltid? 10

6Omsetning = pris X × antall solgte varer Y , dvs. omsetning = X ·Y . Forventet omsetning er dermed E[X ·Y ].
7Se formelsamlingen for sammenheng mellom uavhengighet og forventing.
8Hvilken setningen kan være hensiktsmessig a˚ bruke her? Bruk gjerne resultatet fra oppgave 3a.
9Omsetning = 1000 · Y . Forventet omsetning er dermed E[1000 · Y ].
10Gi en kort, enkel begrunnelse for svaret.
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Oppgave 3: ( finansanalyse )
Denne oppgaven dreier seg om empiriske parametre (ma˚ling) og teoretiske parametre:
• empirisk parameter (m˚aling)
• teoretisk parameter
Et eksempel p˚a en empirisk parameter er den empiriske korrelasjonskoeffisienten RAB mellom
observasjoner A og B. Dette lærte vi om i kapittel 1 i kompendiet.
Et eksempel p˚a en teoretisk parameter er korrelasjonskoeffisienten ρ[X, Y ] mellom to stokastiske
variabler X og Y . Dette lærte vi om i kapittel 6 i kompendiet.
I oppgave 3a nedenfor skal vi først ta for oss et eksempel p˚a en empirisk parameter.
I oppgave 3b nedenfor skal vi ta for oss et eksempel p˚a en teoretisk parameter.
En finansanalytiker observerer kursen (prisen) p˚a aksje A og aksje B. I alt gjør han 150 observa-
sjoner p˚a A og B. Basert p˚a disse 150 observasjonene lages en modell for aksjekursenes utvikling.
Utfra denne modellen kan korrelasjonskoeffisienten beregnes. Resultatet er:
RAB = 0.95 (9)
a) i) Er aksjene A og B korrelerte eller ukorrelerte ifølge modellen? Gi en kort begrunnelse.
ii) Dersom de er korrelerte, tenderer aksjene til a˚ variere sammen eller motsatt? 11
11I “takt” eller “mottakt”?
8
En kvinnelig kollega til denne finansanalytikeren jobber i et annet aksjemarked. Hun observerer
aksje C og aksje D. Hun jobber p˚a en annen ma˚te enn sin mannlige kollega: Istedet for a˚ modellere
situasjonen basert p˚a empiriske parametre s˚a velger hun a˚ modellere situasjonen ved hjelp av
stokastiske variabler. Via stokastiske varabler kan hun prøve a˚ predikere hva som skjer i fremtiden
i aksjemarkedet.
Ut fra en stor mengde historiske data finner hun s˚a den simultane sannsynlighetsfordelingen
p(XC = xC , YD = yD). Her er XC og XD er stokastiske variabler: XC = kursen p˚a aksje C,
og XD = kursen p˚a aksje D. Ut fra dette s˚a regner hun ut at korrelasjonskoeffisienten ρ[XC , YD]
for kursen p˚a aksje C og aksje D. Resultatet er:
ρ[XC , YD] = − 0.41 (10)
b) i) Er aksjene C og D korrelerte eller ukorrelerte ifølge modellen? Gi en kort begrunnelse.
ii) Dersom de er korrelerte, tenderer aksjene til a˚ variere sammen eller motsatt? 12

X 
Y 
Figur 6: Illustrasjon av samvariasjon.
12I “takt” eller “mot-takt”?
9
Oppgave 4: ( korrelasjon )
Nedenfor er de stokastiske variablene X og Y plottet i 6 forskjellige sammenhenger. Hver av disse
6 grafene er assosiert med ett av følgende utsagn ang˚aende lineær korrelasjon:
• svak negativ
• sterk positiv
• ingen
• svak positiv
• moderat negativ
• sterk negativ
Plasser disse utsagnene i rett graf. 13
x 
x 
x 
x 
x 
x 
Y Y 
Y 
Y Y 
Y 
Figur 7: Lineær korrelasjon mellom X og Y .

13Print ut denne siden og skriv inn for h˚and riktig utsagn p˚a rett graf. Eller tegn av figurene p˚a eget ark. Husk
a˚ legge ved arket i innleveringen din.
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Oppgave 5: ( oversikt over formler )
a) Nedenfor ser du 13 sentrale formler som vi har lært om s˚a langt i “MAT110 Statistikk 1”.
I vedlegget finner du en tabell med 13 ledige ruter.
Plasser formlene nedenfor i riktig rute. 14
x =
1
n
n∑
i=1
xi (11)
E[X] =
m∑
i=1
xi · P (X = xi) (12)
S2x =
1
n− 1
n∑
i=1
(xi − x)2 (13)
V ar[X] =
m∑
i=1
(xi − E[X])2 · P (X = xi) (14)
V ar[aX1 + bX2] = a
2V ar[X1] + b
2V ar[X2] (15)
Sxy =
1
n− 1
n∑
i=1
(xi − x)(yi − y) , Sxy = 0 (16)
Cov[X, Y ] = E
[
(X − E[X])(Y − E[Y ]) ] , Cov[X, Y ] = 0 (17)
Rxy =
Sxy
Sx · Sy , Rxy = 0 (18)
ρ[X, Y ] =
Cov[X, Y ]√
V ar[X] ·√V ar[Y ] , ρ[X, Y ] = 0 (19)
14Skriv ut vedlegget i skriv inn for h˚and formlene i riktig rute.
11
b) Nedenfor ser du 13 sentrale formler som vi har lært om s˚a langt i “MAT110 Statistikk 1”.
I vedlegget finner du en tabell med 13 ledige ruter. Plasser formlene nedenfor i riktig rute. 15
P (A ∪B) = P (A) + P (B) (20)
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) (21)
P (A ∩B) = P (A|B) · P (B) (22)
P (A ∩B) = P (A) · P (B) (23)
p(x, y) = P (X = x ogY = y) (24)
p(x, y) = P (X = x) · P (Y = y) (25)
E[X · Y ] =
m∑
i=1
n∑
j=1
xi · yj · p(xi, yj) (26)
E[X · Y ] = E[X] · E[Y ] (27)
P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩B)
P (A) = 1 − P (A) (28)
P (A) = P (A|B1) · P (B1) + P (A|B2) · P (B2) + ... + P (A|BN) · P (BN) (29)
P (A|B) = P (B|A) · P (A)
P (B)
, P (B|A) = P (A|B) · P (B)
P (A)
(30)
15Formlene i lign.(30) skal i en og samme rute.
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Vedlegg 
Tyngdepunkt
Variasjon
Samvariasjon
(IKKE-normert)
Samvariasjon
(normert)
Beskrivende statistikk
( utvalg av observasjoner )
Stokastiske variabler
( sann.-fordeling av stok. var. X )
generelt
generelt
generelt
uavh.
uavh.
uavh.
Oppgave 5 a)
og
Sannsynlighetsregning
( begivenheter A og B )
Simultane sanns.-fordelinger
( sannsynlighetsfordeling  for stok. var.  X og Y )
generelt
disjunkt
Oppgave 5 b)
generelt
uavh.
eller
total
sannsynl.
kompl.
setn.
oppspl.
av Ω
Bayes
lov
2 setninger skal inn i denne ruten
Øving  6
(2018)
Oppgavesett nr. 6
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 9. april kl. 16:00 (versjon 01)
Oppgave 1: ( Sport Management )
La oss igjen se nærmere p˚a fotballaget Tufte IL fra øving 4.
Vi definerer samme diskrete stokastiske variabel som tidligere, nemlig:
X = antall ma˚l som Tufte IL sk˚arer i løpet av en tilfeldig valgt kamp
Basert p˚a historiske data viser det seg at 20 % av ma˚lsjansene resulterer i ma˚l, dvs.
p = 0.20 (1)
For enkelhets skyld antar vi at Tufte IL produserer n = 10 ma˚lsjanser i løpet av en kamp, dvs.:
n = 10 (2)
ma˚lsjanser i løpet av en kamp. Vi antar videre at alle ma˚lsjansene er uavhengige.
Figur 1: Tufte IL.
1
a) Forklar hvorfor X er binomisk fordelt, dvs. forklar hvorfor X ∼ Bin[n, p]. 1
b) i) Hva betyr E[X] p˚a “godt norsk” i v˚art tilfelle? 2
ii) Finn E[X].
c) i) Hva betyr V ar[X] p˚a “godt norsk” i v˚art tilfelle?
ii) Finn V ar[X].
d) i) Hva er sannsynligheten for at laget sk˚arer minst 1 ma˚l i en kamp? 3
ii) Hva er sannsynligheten for at laget sk˚arer minst 2 ma˚l i en kamp? 4
1Hvilke 4 kriterier m˚a være oppfylt for et en forsøksserie skal være binomisk? Er disse oppfylt i v˚art tilfelle?
2Dvs. gi en tolkning av E[X].
3Dvs. finn P (X ≥ 1). Tips: P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0). ( Bruk 4 desimalers nøyaktighet. )
4Dvs. finn P (X ≥ 2). Tips: P (X ≥ 2) = 1− P (X ≤ 1) = 1− P (X = 0)− P (X = 1).
2
For a˚ bedre lagets resultater vurderes to hovedstrategier. Den ene strategien g˚ar ut p˚a a˚ øke
uttellingen p˚a m˚alsjansene, dvs. øke p. Den andre strategien g˚ar ut p˚a a˚ øke antall produserte
ma˚lsjanser, dvs. øke n. Vi gjør en analyse av disse hovedstrategiene ved a˚ se p˚a følgende situasjoner:
A) øke uttellingen p˚a ma˚lsjansene, dvs. øke p til p = 0.30
( antall ma˚lsjanser er uforandret n = 10 )
B) øke antall produserte ma˚lsjansene, dvs. øke n til n = 15
( utellingsprosenten p = 0.20 er uforandret )
Vi skal n˚a gjøre en statistisk analyse for a˚ se om den ene strategien er bedre enn den andre.
Eller om det ikke er noen markant forskjell.
Tabellen i figur 2 viser sannsynlightene P (X ≥ 1) og P (X ≥ 2) for strategi A og B samt for de
historiske dataene.
e) Regn ut og fyll inn forventningsverdiene E[X] samt standardavvikene σ[X]
for strategi A og B i tabellen i figur 2.
f) Sett ut fra et rent statistisk st˚asted, er den ene strategien bedre enn den andre?
Eller er det ingen karkant forsskjell? 5
5Anta at Tufte IL har samme defensive styrke uansett valg av strategi. Den strategien som er best er den som
gir størst forventet antall sk˚arede m˚al, størst sannsynlighet for a˚ sk˚are m˚al samt minst standardavvik.
3
E[X]
Historiske
data
Strategi A
( øke ”p” )
P(X ≥ 1) P(X ≥ 2)
Strategi B
( øke ”n” )
2 0.8926
0.9718
0.9648
0.6242
0.8507
0.8329
σ[X]
1.26
Figur 2: Fyll inn for E[X] og σ[X] i tabellen og lever inn.

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Oppgave 2: ( logistikk )
Anta at X er en stokastisk variabel som er normalfordelt, dvs. X ∼ N[µ, σ].
a) Uten a˚ gjøre noen regning, bruk kun formelsamlingen, hva er sannsynligheten for at
X ligger i intervallet µ− σ ≤ X ≤ µ+ σ? 6
En bedrift som produserer rør som kan settes sammen til lange gassrørledninger. Bedriften pro-
duserer rør som skal brukes p˚a gassanlegget Ormen Lange i Aukra kommune, se figur 3.
La oss definere følgende stokastiske variabel:
X = lengden p˚a et tilfeldig valgt rør (3)
Bedriften har en maskin som produserer rør med lengde p˚a omtrent 9 meter. Anta at lengden
til rørene som produseres av maskinen er med god tilnærmelse beskrevet av en normalfordeling.
Anta videre at denne maskinen produserer rør som har en forventning
µ = 9 meter (4)
og standardavvik
σ = 0.1 meter (5)
Figur 3: Gassrør p˚a Nyhamna i Aukra.
6I denne oppgaven er det meningen at du kun skal sl˚a opp p˚a rett sted i formelsamlingen og lese av svaret
direkte. Ingen utregninger behøves.
5
b) Uten a˚ gjøre noen regning, bruk kun formelsamlingen, hva er sannsynligheten for at et
et tilfeldig valgt rør har lengde mellom 8.9 meter og 9.1 meter? 7
c) Man kan spørre:
Hvordan finner man frem til tallene i tabellen p˚a side 86 i formelsamlingen?
Jo, man m˚a regne p˚a det. Ved a˚ regne ut et komplisert integral, nemlig: 8
P (Z ≤ z) =
∫ z
−∞
ds fZ(s) , (6)
hvor fZ(x) er tetthetsfunksjonen som definert i formelsamlingen:
fZ(z) =
1√
2pi
e−
x2
2 , (7)
hvor E[Z] = 0 og V ar[Z] = 1.
Men siden vi har tabellen s˚a slipper vi a˚ regne ut dette. 9
I kompendiet p˚a side 300-303 regnet vi ut P (8.9 ≤ X ≤ 9.1) via tabelloppslag.
Stemmer regningen p˚a side 300-303 i kompendiet med ditt svar fra oppgave 2b? 10
d) Uten a˚ gjøre noen regning, bruk kun formelsamlingen, hva er sannsynligheten for at
et tilfeldig valgt rør har lengde mellom 8.8 meter og 9.2 meter?

7Du skal alts˚a finne P (8.9 ≤ X ≤ 9.1). I denne oppgaven behøver du heller ikke a˚ gjøre noen utregninger. Bare
sl˚a opp p˚a rett sted i formelsamlingen og les av svaret.
8S˚akalt Gauss-integral.
9A˚ regne ut integraler er selvsagt ikke pensum i MAT110 Statistikk 1. Derfor har vi tabelloppslag istedet.
10Dette er ei “ja/nei”-oppgave. Hovedhensikten er a˚ sjekke at svaret du fikk i oppgave 2b er konsistent med det
som st˚ar i kompendiet.
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Kommentarer:
• Denne oppgaven er en lett introduksjon til tema som blir nærmere gjennomg˚att i “MAT210
Statistikk 2”, blant annet konfidensintervall.
• Et konfidensintervall i statistikken er et intervall som angir feilmarginen av en ma˚ling eller
en beregning. Et konfidensintervall angir intervallet som med en spesifisert sannsynlighet
inneholder den sanne (men vanligvis ukjente) verdien av variabelen man har ma˚lt. S˚aledes
inneholder et 95 %-konfidensintervall den sanne verdien med en sannsynlighet p˚a 0.95.
Figur 4: Konfidensintervall.
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Oppgave 3: ( økonomi , petroleumslogistikk )
Du jobber som økonomiansvarlig for Shell sin avdeling i Tromsø. Som økonomiansvarlig skal du
være med i prosessen for a˚ avgjøre om potensielle nye funn av olje i Norskehavet er økonomisk
drivverdige eller ikke.
Dersom olje p˚avises i en letebrønn s˚a anses det som “suksess”.
Anta at Shell i 2018 har n = 15 brønner hvor de skal lete etter olje.
La oss først kun se p˚a en enkelt brønn nr. i, hvor i = 1, 2, ..., n.
La oss introdusere en stokastisk variabel med kun to utfall: 11 12
Yi =

1 , dersom “suksess”, dvs. dersom Shell finner olje i brønn nr. i
0 , dersom “fiasko”, dvs. dersom Shell ikke finner olje i brønn nr. i
(8)
Anta at sannsynligheten for a˚ finne olje i en brønn er den samme for alle n = 15 brønnene.
La oss kalle denne suksess-sannsynligheten for p.
Figur 5: Letebrønn i Norskehavet.
11Ja-nei-variabel, ogs˚a kalt en stokastisk binær variabel.
12For de av dere som har emnet SCM200 s˚a kjenner dere igjen denne type variabler som ja-nei-beslutninger.
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a) Begrunn hvorfor Yi er binomisk fordelt, dvs. begrunn hvorfor
13
Yi ∼ Bin[1, p] (9)
Shell er interessert i antall letebrønner man finner olje.
Derfor definerer vi den stokastiske variabelen:
X = antall letebrønner hvor man finner olje (10)
dvs. X er antall suksesser av de n = 15 ”forsøkene”. Dermed innser vi at
X = Y1 + Y2 + ...+ Yn (11)
b) Hva slags antagelse ma˚ vi ha p˚a de binære stokastiske variablene Yi’ene
dersom summen X ogs˚a skal være binomisk fordelt?
Anta videre at det er p = 15 % sannsynlighet for a˚ finne olje i en brønn.
c) i) Hva er sannsynligheten for at Shell finner olje i nøyaktig 3 letebrønner? 14
ii) Hva er sannsynligheten for at Shell finner olje i minst 2 letebrønner? 15
13Yi dreier seg kun om e´n oljebrønn. Ett ”forsøk”. Dermed spiller ikke uavhengighet noen rolle her.
14Dvs. hva er P (X = 3)?
15Dvs. hva er P (X ≥ 2)?
9
Dersom man finner olje i en gitt brønn s˚a er mengden olje knyttet til funnet avhengig om funnet
er økonomisk drivverdig. Denne mengden varierer fra funn til funn. La oss anta at mengden for
et gitt funn kan modelleres som en normalfordelt stokastisk variabel M med forventing µ = 1000
og standardavvik σ = 200, dvs. 16
M = mengden olje i funnet, i antall millioner oljefat totalt (kontinuerlig) (12)
hvor
M ∼ N[µ = 1000 , σ = 200 ] (13)
d) La oss se p˚a en gitt brønn hvor det er funnet olje.
Hva er sannsynligheten for at denne gitte brønnen inneholder
mer enn 1100 millioner oljefat? 17
16Enheten her er millioner oljefat. At µ = 1000 betyr derfor 1000 millioner oljefat.
17Dvs. hva er P (M > 1100)? ( Bruk 4 desimalers nøyaktighet. )
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Anta at Shell finner olje i n = 10 brønner.
La oss i resten av oppgaven kun se disse p˚a disse 10 brønnene.
Den totale mengden olje som er funnet er dermed:
Mtot = M1 + M2 + ... +M10 (14)
hvor
Mi = mengden olje som er funnet i brønn nr. i (15)
hvor i = 1, 2, ..., 10.
Anta videre at alle brønnene er uavhengige slik at ogs˚a mengden olje i de forskjellige brønnene er
uavhengige. Anta ogs˚a at alle Mi’ene h har identiske textcolorrednormalfordelinger ihht. lign.(13),
dvs.:
Mi ∼ N
[
µ = 1000 , σ = 200
]
(16)
for alle i = 1, 2, ..., 10.
e) Hva er E[Mtot] og V ar[Mtot]?
f) Hva slags sannsynlighetsfordeling har Mtot?
g) Hva er sannsynligheten for at den totale mengden olje ligger i intervallet [9 000, 11 000]? 18
18Dette betyr at mengden olje ligger mellom 9 000 og 11 000 enheter hvor ogs˚a endrepunktene kan være med.
11
La oss videre definere den stokastiske variabelen:
Z = antall letebrønner med mer enn 1100 millioner oljefat (diskret)
Med samme argumentasjon som i oppgave 3a og 3b foran s˚a innser man at:
Z ∼ Bin[n = 10 , p = P (M > 1100)︸ ︷︷ ︸
suksess sanns.
]
(17)
hvor p = P (M > 1100) spiller rollen som suksess-sannsynlighet.
h) Hva er sannsynligheten for at minst 2 brønner inneholder mer enn 1100 millioner oljefat? 19

19Dvs. finn P (Z ≥ 2).
Siden Z er binomisk fordelt s˚a trenger vi parametrene n og p. Antall forsøk i v˚art tilfelle er lik antall letebrønner
som inneholder olje, dvs. n = 10. Sannsynligheten for suksess for variabelen Z er den sannsynligheten du fant i
oppgave 3d, dvs. p = P (M > 1000).
12
Oppgave 4: ( lagerstyring , SCM200 , logistikk ) 20
I 2015 fikk belysningsprodusenten Glamox i Molde en stor kontrakt med det
“danske sygehusvæsen” for leveranse av spesiallys til operasjonsstuene i alle statlige
sykehus i Danmark.
P˚a grunn av strenge krav til god belysning i operasjonsstuene ma˚ lampene ofte skiftes ut.
Det viser seg at typisk 10 lamper ma˚ skiftes per dag ved de forskjellige sykehusene i Danmark.
For a˚ sikre nok lamper til enhver tid m˚a det være et lager med lamper lokalt i Danmark.
Men hvor stort m˚a dette lageret være?
Sykehusene ønsker a˚ bestille nye lamper slik at de ikke risikerer a˚ g˚a tom.
Men hvor mange lamper har de p˚a lager i Danmark n˚ar de ma˚ gjøre ny bestilling?
Bør de de ha sikkerhetslager? Hvor stort ma˚ i s˚a fall dette sikkerhetslageret være?
Disse og andre spørsma˚l skal vi se nærmere p˚a i denne oppgaven.
Vi skal dele denne oppgaven inn i 2 deler:
1) Del 1: Deterministisk tilnærmelse. Konstant etterspørsel D = 10.
2) Del 2a: Stokastisk tilnærmelse: Usikker etterspørsel.
Del 2b: Stokastisk tilnærmelse: Usikker etterspørsel og usikker ledetid.
Figur 6: Operasjonsstue.
20Selv om denne oppgaven er relatert til emnet “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” s˚a behøver man ikke
a˚ ha dette emnet for a˚ løse oppgaven. Alle MAT110-studenter kan løse denne oppgaven, uansett om de har SCM200
eller ikke. Oppgaven illustrerer hvordan statistikk kan anvendes i en bestemt disiplin, i dette tilfelle logistikk. Helt
tilsvarende kan statistikk ogs˚a anvendes innen andre disipliner som økonomi, revisjon og Sport Management.
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Definisjon: ( bestillingspunkt R - generell definisjon )
bestillingspunktet R = det antall enheter som befinner deg p˚a lager
n˚ar man foretar en ny bestilling

God og d˚arlig R:
• Høy R betyr tidlig bestilling slik at lageret ikke er tomt n˚ar varene ankommer
. - gir økte lagerkostnader
• Lav R betyr sein bestilling slik at lageret er tomt før varene ankommer
. - gir tapt salg
God R:
• Hva er et bra bestillingspunkt R i det deterministiske tilfellet?
• Hva er et bra bestillingspunkt R i det stokastiske tilfellet?
I denne oppgaven skal vi finne gode bestillingspunkt R for det
deterministiske tilfellet sogar som det stokastiske.
Gode bestillingspunkt R for det deterministiske tilfellet er generelt ikke sammenfallende med
det stokastiske.
Figur 7: Tomt og fullt lager. Hvor mange enheter har lageret redusert seg til n˚ar det kan være lurt
a˚ gjøre en ny bestilling av varer?
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Del 1 Deterministisk tilnærmelse
Anta at etterspørselen av lamper for alle statlige sykehus i Danmark er konstant lik 10 per dag,
dvs.:
D = 10 (18)
hvor D er lamper/dag.
Vi antar alts˚a at det ikke er noen usikkerhet i etterspørselen D - en deterministisk tilnærmelse.
Pga. konstant etterspørsel vil lageret tømmes og fylles med jevne mellomrsom som vist i fig. 8. 21
Ledetiden er den tiden det tar fra bestilling til man f˚ar varene p˚a lager.
Ledetiden i v˚art tilfelle er derfor den tiden som Glamox bruker p˚a a˚ starte opp en ny produksjon-
serie og helt til lampene er ferdig produsert og levert i Danmark.
Anta at ledetiden for Glamox er 3 dager, dvs.
L = 3 (19)
hvor L er antall dager.
    R    ( bestillingspunkt ) 
20 
40 
60 
80 
( dager ,   ledetid ) 
tid 
Antall  lamper på lager 
D D D 
R = DL 
L = 3 
Figur 8: Antall lamper p˚a lager - D er konstant.
21I denne oppgaven bruker vi bestillingsmengden Q∗ = 60 som vist i figur 8, men vi kommer ikke til a˚ bruke
denne verdien til noe spesielt i denne oppgaven.
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Betingelse: ( best bestillingspunkt R - deterministisk tilfelle )
Best bestillingspunkt R i det deterministiske tilfellet er det som minimerer lageret

Siden etterspørselen D er konstant s˚a innser vi - ut fra betingelsen om minimum lager - at bestil-
lingspunktet R er gitt ved:
R = DL (D konstant) (20)
alts˚a R er det antall varer som etterspørres i ledetiden. 22
22Lign.(20) stemmer ogs˚a med det man lærer i emnet SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging, se figur 8 og 9.
Legg ogs˚a merke til at n˚ar etterspørlselen D = konstant s˚a gjelder EOQ-formelen som vi lærte i MAT100 Matma-
tematikk i fjor. Den optimale ordrestørrelsen slik at lager- og ordrekostnadene blir minimale er gitt ved:
Q∗ =
√
2DS
H
(21)
hvor
D = etterspørsel per a˚r (“demand”) (22)
Q = ordrestørrelse (“quantity”) (23)
H = i · C = lagerholdkostnader per enhet per a˚r (24)
i = lagerrente (25)
C = enhetspris (26)
S = kostnad per ordre (27)
Q∗ - optimal ordestørrelse - er i v˚art tilfelle Q∗ = 60 og er høyden til sagtann grafen i figur 8.
16
a) Hvor mange lamper R har sykehusene i Danmark p˚a lager n˚ar de ma˚ gjøre
en ny bestilling?
Fra forelesning i SCM200:
Figur 9: Bestillingspunkt R.
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Del 2a Stokastisk tilnærmelse ( usikker etterspørsel )
I virkeligheten er ikke etterspørselen konstant. Etterspørselen kan variere fra dag til dag.
Lageret av lamper i Danmark tømmes derfor med ujevne mellomrom - det er en usikkerhet i
etterspørselen.
For a˚ ta hensyn til denne usikkerheten i etterspørselen s˚a introduserer vi
stokastiske variabler - en stokastisk tilnærmelse.
Anta at forventet antall lamper som ma˚ skiftes per dag ved de forskjellige sykehusene i Danmark
er 10, dvs.:
µD = 10 (28)
hvor µD er lamper/dag.
Standardaviket σD sier noe om hvor stor/liten usikkerheten til etterspørselen av lamper er.
Anta at standardavviket per dag er ganske stort, nemlig:
σD = 6 (29)
hvor σD er lamper/dag.
    R    ( bestillingspunkt ) 
20 
40 
60 
80 
( dager   , ledetid ) 
tid 
Antall  lamper på lager 
Tapt salg 
bestilling 
L 
Figur 10: Antall lamper p˚a lager - usikker etterspørsel.
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Vi definerer den stokastiske variabelen:
Dt = antall lamper som etterspørres av sykehusene i Danmark for en gitt dag nr. t (30)
hvor t = 1, 2, 3, ...
Med relativt god tilnærming viser det seg at disse stok. variabelene Dt er normalfordelte, dvs.
Dt ∼ N
[
µD = 10 , σD = 6
]
(31)
for alle t = 1, 2, 3, .., og hvor alts˚a E[Dt] = µD = 10 og σ[Dt] = σD = 6.
b) Hvor stor er sannsynligheten for at etterspørselen Dt av lamper fra de danske sykehusene
er større enn 15 for en gitt dag t? 23
23Dvs. hva er P (Dt > 15)?
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Tanken med bestillingspunktet R er at vi skal ha akkurat nok lamper p˚a lager slik at vi ikke g˚ar
tom i løpet av ledetiden. Som nevnt tidligere, problemet med bestillingspunktet funnet i oppgave
4a er at det ikke tar høyde for variasjonen i etterspørselen.
P˚a grunn av variasjonen i etterspørselen kan det likevel skje at sykehusene g˚ar tom for lamper p˚a
lager.
Vi skal n˚a bestemme hvordan bestillingspunktet R endres dersom ledelsen ved sykehusene bestem-
mer seg for at sannsynligheten for ikke a˚ g˚a tom for lamper p˚a lager i ledetiden skal være f.eks.
99 %.
Derfor:
Vi definerer en ny stokastisk variabel YL som er etterspørselen av lamper i løpet av L antall dager
(ledetiden):
YL = total etterspørsel av lamper i løpet av de neste L antall dagene
Siden etterspørselen for en gitt dag t er Dt s˚a har vi at:
YL = D1 +D2 +D3 + · · ·+DL =
L∑
t=1
Dt (32)
er etterspørselen i løpet av L antall dager.
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c) Vis, ved hjelp av regnereglene for forventingsverdi, at 24
E[YL] = µDL (33)
hvor E[YL] er forventet etterspørsel de neste L antall dagene, dvs. ledetiden.
Anta videre at de stokastiske variablene Dt er uavhengige for alle t = 1, 2, 3, ... ,
dvs. at etterspørselen av lamper for en dag ikke p˚avirker etterspørselen av lamper
for en annen dag.
d) Med denne antagelsen om uavhengighet, vis da, ved hjelp av regnereglene for varians, at
V ar[YL] = σ
2
DL (34)
hvor V ar[YL] er variansen til etterspørselen de neste L antall dagene.
e) Vis at
σ[YL] = σD
√
L (35)
hvor σ[YL] er standardavviket til etterspørselen de neste L antall dagene.
24Formelen i lign.(33) er analog med formelen R = D · L i lign.(20) i oppgave 4a.
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Man kan ogs˚a vise at en lineærkombinasjon av uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler
fortsatt er normalfordelt. Dette faktum har vi ikke bevist i MAT110 Statistikk 1, vi har bare
formulert det i en læresetning uten bevis, se figur 11.
Dermed:
SidenDt er normalfordelte for alle t = 1, 2, 3, ... s˚a er ogs˚a summen
∼N︷︸︸︷
YL =
∼N︷ ︸︸ ︷
D1 +D2 +D3 + ...+DL
normalfordelt ifølge denne læresetningen.
Dette faktum, sammen med resultatene fra deloppgavene p˚a forrige side, gjør at vi kan konkludere
med følgende:
YL ∼ N
[
µDL , σD
√
L
]
(36)
siden forventningen er E[YL] = µDL︸ ︷︷ ︸
se lign.(33)
og standardavviket er σ[YL] = σD
√
L︸ ︷︷ ︸
se lign.(35)
.
Figur 11: Fra side 108 i formelsamlingen i MAT110.
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La oss n˚a anta at bestillingspunktet er bestemt ved R = E[YL], dvs.:
R = E[YL]
lign.(33)
= µDL = 10 · 3 = 30 lamper (37)
Dersom etterspørselen i ledetiden er større enn R, dvs.
YL > R (tom p˚a lager) (38)
s˚a vil sykehusene i Danmark g˚a tom for lamper p˚a lager, alts˚a “stockout”.
A˚ ikke g˚a tom for lamper blir dermed:
YL ≤ R (ikke tom p˚a lager) (39)
f) Hvor stor er sannsynligheten for at sykehusene i Danmark g˚ar tom for lamper p˚a lager,
dvs. hva er P (YL > R), “stockout”?
Figur 12: Bestillingspunkt. Utdrag fra SCM200.
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Men i det stokastiske tilfellet er det ofte slik at ledelsen i en bedrift bestemmer seg for hva slags
servicegrad 25 de ønsker a˚ legge seg p˚a.
Deretter regner man ut hva slags bestillingspunkt R det gir.
Betingelsen for best bestillingspunkt i det stokastiske tilfellet er derfor:
Betingelse: ( best bestillingspunkt R - stokastisk tilfelle )
Bestillingspunkt R i det stokastiske tilfellet er det som gir et servicegrad p˚a p %,
dvs. det er p % sannsynlighet for at det er varer p˚a lager.
R er derfor bestemt av ligningen:
P
(
YL ≤ R
)
= p (40)
hvor
p = sikkerhetsniv˚a (41)
YL = total etterspørsel av varer i ledetiden (42)
R = bestillingspunkt (43)

25Ogs˚a kalt sikkerhetsniv˚a.
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Helsemyndighetene i Danmark synes at “stockout”-sannsynligheten i oppgave 4f er for stor. De
ønsker derfor en mye strengere “policy” for a˚ unng˚a a˚ g˚a tom for lamper. Helsemyndighetene
p˚alegger derfor sykehusene a˚ heve sikkkerhetsniv˚aet til 99 %, dvs. det skal være 99 % sannsynlighet
for at det er nok lamper p˚a lager i Danmark:
P
(
YL ≤ R
)
= 0.99 (44)
hvor R er bestillingspunktet.
Vi skal n˚a regne ut det nye bestillingspunktet R, dvs. vi skal løse lign.(44).
Siden YL er normalfordelt s˚a vet vi at vi ma˚ omskalere YL-variable til Z-variabler,
dvs. vi m˚a YL-standardisere:
P
(
YL ≤ R
)
= 0.99 (45)
P
(
YL − E[YL]
σ[YL]︸ ︷︷ ︸
≡ Z
≤ R− E[YL]
σ[YL]︸ ︷︷ ︸
≡ Z0.99
)
standardiser
= 0.99 (46)
P
(
Z ≤ Z0.99
)
= 0.99 (47)
g) Bruk definisjonen av Z0.99 i lign.(46) (rød formel) samt lign.(33) og (35) til a˚ vise at:
R = µDL +
= SS︷ ︸︸ ︷
Z0.99 σD
√
L (48)
hvor sikkerhetslaget SS alts˚a er:
SS = Z0.99 σD
√
L (49)
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h) Med det nye sikkerhetsniv˚aet p˚a 99 %, hvor mange lamper har lageret i Danmark redusert
seg til n˚ar sykehusene ma˚ bestille nye fra Glamox?
( Tips: Finn Z0.99 ved omvendt tabelloppslag. )
Ser du at lign.(48) stemmer med lign.(5.45) i figur 13 fra SCM200 ?
Vi har n˚a, via oppgave 4g, utledet lign.(5.45) i figur 12 fra emnet SCM200 Lager- og produksjons-
planlegging.
Men siden det er en del SCM200-studenter som ikke har MAT110 Statistikk 1 s˚a inneholder ikke
kompendiet i SCM200 detaljene som vi n˚a nettopp har g˚att gjennom.
I SCM200 blir derfor formelen for bestillingspunktet R presentert uten bevis, jfr. figur 12.
 
 
 
 
 
Figur 13: Utdrag fra SCM200.
26
Som vi ser ut fra lign.(48) har vi f˚att et ekstraledd sammenlignet med ligningen for R = DL i
figur 9 for det deterministiske tilfellet.
Dette ekstraleddet kalles sikkerhetslager SS, (safety stock).
Fra lign.(48) ser vi at dette ekstraleddet SS er:
SS = Z0 · σ[YL] (50)
hvor
SS = “safety stock”, antall enheter p˚a sikkerhetslager (51)
Z0 = sikkerhetsfaktor/antall standardavvik (52)
σ[YL] = standardavvik for etterspørsel i ledetiden (53)
= σD
√
L ( jfr. lign.(35) ) (54)
L = ledetiden (55)
i) Hvor mange lamper SS ma˚ sykehusene i Danmark ha p˚a sikkerhetslager for a˚ oppn˚a
99 % sikkerhetsniv˚a? 26
Figur 14: Sikkerhetslager SS. Fra forelesning fra SCM200.
26I hele oppgave 4 antar vi at sykehusene i Danmark kan oppfattes som en enhet med ett lager, og at det enkelte
sykehus kan f˚a tak i nye lamper fra dette lageret s˚a raskt at lamper kan byttes ut n˚ar det er behov for det uten at
man trenger mer enn ett lager.
27
j) Figur 15 viser antall lamper p˚a lager som funksjon av tid. 27
Marker p˚a den vertikale aksen i figur 15 ditt svar for sikkerhetslageret SS fra oppgave 4i
og ditt svar for bestillingspunktet R fra oppgave 4h.
SS   ( ”safety stock” ) 
    R    ( bestillingspunkt ) 
20 
40 
60 
80 
        L = 3 
  ( dager ,   ledetid ) 
tid 
Antall  lamper på lager 
μDL 
( MAT110-notasjon ) 
Figur 15: Antall lamper p˚a lager - usikker etterspørsel.
27Figur 15 er en velkjent figur innen logistikk og lagerstyring, se f.eks. SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging.
For de av dere som ikke har dette faget s˚a kan dere bare se p˚a figuren som en enkel illustrasjon.
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Del 2b Stokastisk tilnærmelse ( usikker etterspørsel og ledetid )
Sykehusene i Danmark opplever ogs˚a at ledetiden varierer en del. Dette medfører at de f˚ar stockout
oftere enn forventet, til tross for at de bruker sikkerhetslageret funnet i oppgave 4i.
Ledelsen ved sykehusene ønsker derfor ikke bare a˚ ta høyde for variasjoner i etterspørselen, men
de ønsker ogs˚a a˚ ta høyde for variasjoner i ledetiden L. Derfor ser vi i resten av oppgaven p˚a L
som en stokastisk variabel. Ikke en konstant.
Vi antar n˚a at L er normalfordelt med forventningsverdi µL = 3 og standardavvik σL = 2, dvs.
L ∼ N [µL , σL
]
(56)
hvor
µL = 3 (57)
σL = 2 (58)
Ved a˚ bruke regneregler som er utenfor pensum i dette emnet, kan man vise at: 28
E[YL] = µL + µD (59)
V ar[YL] = σ
2
DµL + σ
2
LµD (60)
hvor standardavviket følger direkte fra siste ligning:
σ[YL] =
√
σ2DµL + σ
2
LµD (61)
28Du skal ikke vise lign.(59) og (60). Bare ta de for gitt.
29
k) Hvor mange lamper SS ma˚ sykehusene i Danmark n˚a ha p˚a sikkerhetslager for a˚ oppn˚a
99 % sikkerhetsniv˚a?
Tips, bruk lign.(50) med samme sikkerhetsniv˚a Z0 som i oppgave 4i,
men ny σ[YL] som i lign.(61).
l) Hvilken effekt har usikkerheten av ledetiden p˚a sikkerhetslageret SS?
Vil sikkerhetslageret øke eller minke som følge av usikkerheten i L?

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Oppgave 5: ( økonomi )
Du er ansatt som salgssjef og økonomiansvarlig for bilvarehuset Slatlem & Co A/S i Molde. Som
ansvarlig for bilsalget er du interessert i a˚ vite mer om forventet bilsalg. Derfor definerer du den
stokastiske variabelen:
X = antall biler solgt per dag
Basert p˚a historiske data s˚a vet du at X har følgende sannsynlighetsfordeling: 29
x 
P(X=x) 0.50 0.30 0.15 0.05 
1 0 2 3 
Figur 16: Sannsynlighetsfordeling P (X = x).
a) i) Finn forventet antall biler solgt per dag, dvs. E[X].
ii) Finn variansen til antall biler solgt per dag, dvs. V ar[X]. 30
Figur 17: Bilvarehuset Slatlem & Co A/S i Molde.
29Spørsm˚al som ikke er en del av øvingen, men som du gjerne kan undersøke “p˚a kladd”: Er sannsynlighetsfor-
delingen P (X = x) i figur 16 en gyldig sannsynlighetsfordeling/(”vekt”)?
30Bruk 4 desimalers nøyaktighet b˚ade p˚a V ar[X] og σ[X].
31
La
X1 , X2 , X3 ... Xn (62)
være antall biler solgt p˚a dag nr. 1, 2, 3, ... , n. Gjennomsnittet av antall solgte biler er
X =
X1 +X2 +X3 + ... +Xn
n
(63)
Anta videre at:
1. antall biler solgt p˚a ulike dager er uavhengige:
Xi ∼ er uavhengige for alle i = 1, 2, 3 ... n
2. alle dager antas a˚ ha samme sannsynlighetsfordeling (gitt ved tabell 16):
Xi ∼ samme sannsynlighetsfordeling for alle i = 1, 2, 3 ... n
Slatlem har n = 303 a˚pningsdager i a˚ret.
b) i) Finn forventet antall biler solgt per dag i gjennomsnitt over ett a˚r, dvs. E[X ].
ii) Finn variansen til gjennomsnittet over ett a˚r av antall biler solgt per dag,
dvs. V ar[X ]. 31
c) Bruk svarene fra foreg˚aende oppgaver og fyll ut tabellen p˚a neste side.
Kommenter resultatet. 32
31Husk at dersom to stokastiske variabler X og Y er uavhengige︸ ︷︷ ︸
sterk
s˚a er Cov[X,Y ] = 0︸ ︷︷ ︸
svak
.
32Hvordan er E[X] sammenlignet med E[X]? Hvordan er σ[X] sammenlignet med σ[X]?
32
E[ X ]
E[ X ]
σ[ X ]
σ[ X ]
tyngdepunkt spredning
Figur 18: Fyll ut tabellen.
d) i) Med forutsetningene 1. og 2. som oppgitt p˚a forrige side, hvilken setning
(som vi har lært om i dette kurset) gjelder da?
ii) Hvilken fordeling har gjennomsnittet X?
iii) Hvor stor ma˚ n (n = antall “forsøk”) være, omtrent, for at setningen fra oppgave i)
skal gjelde? 33
e) P˚a neste side ser du en figur med et koordinatsystem.
P˚a y-aksen finner du tetthetsfunksjonen fX(x) for den stok. gjennomsnittsvariabelen X.
P˚a x-aksen finner du verdier for gjennomsnittet, dvs. x.
Tegn inn tetthetsfunksjonen fX(x).
34
33Kun en tommelfingerregel er godt nok her.
34Bruk at fX(µ = E[X]) ≈ 0.45. Bruk ogs˚a resultatene for E[X] og σ[X] fra Fig.18.
33
0.4 0.8 1.2 
fX( x ) 
x 
0.2 0.6 1.0 
0.20 
0.10 
0.30 
0.40 
0.50 
Figur 19: Tegn inn for h˚and tetthetsfunksjonen fX(x).
f) Hva er sannsynligheten for at Slatlem selger mer enn 220 biler i a˚ret?
Finn tilnærmet svar v.h.a. sentralgrensesetningen. 35

35Tips:
P
(
X1 +X2 + ... +Xn > 220
)
= P
(
X1 +X2 + ... +Xn
n
>
220
n
)
(64)
= P
(
X >
220
n
)
(65)
S˚a kan du argumentere for hva slags fordeling X har, og deretter standardisere lign.(65). Bruk 4 desimalers
nøyaktighet. Heltallskorreksjon behøves ikke.
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Oppgavesett nr. 7
“MAT110 Statistikk 1”, 2018
Innleveringsfrist: mandag 30. april kl. 16:00 ( versjon 01 )
Oppgave 1: ( logistikk , økonomi , “avisguttens problem” ) 1
En gutt jobber som avisselger. Han selger aviser for løssalg p˚a gata. Etterspørselen av aviser en
gitt dag kan beskrives av en stokastisk variabel D (“demand”), hvor:
D = antall aviser som etterspørres en gitt dag (1)
Anta videre at sannsynlighetsfordelingen til denne stokastiske variabelen D er gitt ved fordelingen
i følgende tabell: 2
di 
P(D=di) 0.10 0.05 0.15 0.30 
1 0 2 3 4 5 
0.25 0.15 
Figur 1: Sannsynlighetsfordeling P (D = di), for i = 0, 1, ... 4, 5.
Figur 2: Avisgutt.
1Problemet i denne oppgaven er kjent som “avisguttens dilemma” eller “avisguttens problem”. Dette grunnleg-
gende problemet beskriver tilbud og etterspørsel i ubalanse.
2Ut fra denne sannsynlighetsfordelingen ser vi at etterspørselen er maksimalt 5 aviser per dag. Denne begrens-
ningen er introdusert for a˚ unng˚a for mye repeterende regning.
1
a) Hva er forventet etterspørsel av aviser for en gitt dag, E[D]?
b) Hva er variansen til etterspørsel av aviser for en gitt dag, V ar[D]?
c) Og standardavviket σ[D]?
2
Hver morgen ma˚ avisgutten bestemme seg for hvor mange aviser han ønsker a˚ prøve a˚ selge. La
oss si at avisgutten bestiller q antall (“order quantity”) aviser fra distributøren en gitt morgen.
Dersom han bestiller for f˚a aviser s˚a taper han salg.
Avisguttens dilemma er følgende:
• Dersom han bestiller for f˚a aviser s˚a taper han salg.
• Dersom han bestiller for mange aviser s˚a blir han sittende igjen med aviser som
. han ikke f˚ar solgt.
La oss derfor introdusere en variabel S, hvor
S = antall aviser som faktisk selges en gitt dag (2)
Denne variabelen er gitt ved
S = min(D, q) , (3)
hvor “min(D, q)” betyr den minste størrelsen av D og q.
d) Forklar kort hvorfor S = min(D, q) ogs˚a er en stokastisk variabel. 3
3Variabelen D er stokastisk. Variabelen S er avhengig av D, se lign.(2).
3
En morgen bestemmer avisgutten seg for a˚ bestille
bestiller︷ ︸︸ ︷
q = 3 aviser.
Anta da at sannsynlighetsfordelingen til den stokastiske variabelen S er gitt ved
fordelingen i figur 3:
si 
P(S=si) 0.10 0.05 0.15 0.70 
1 0 2 3 4 5 
0 0 
Figur 3: Sannsynlighetsfordeling P (S = si), for i = 0, 1, ... 4, 5 n˚ar q = 3.
e) Vis at sannsynlighetsfordelingen i figur 3 er en gyldig sannsynlighetsfordeling.
f) i) Finn E[S] n˚ar q = 3, dvs. n˚ar P (S = si) er gitt ved tabellen i figur 3.
ii) Gi en tolkning av E[S], dvs. forklar kort hva det betyr p˚a “godt norsk”.
g) Sammenlign E[D] fra oppgavene 1a og
q=3︷ ︸︸ ︷
E[S] fra 1f.
Er det rimelig at den ene verdien er større enn den andre?
Gi en kort begrunnelse.
4
Ved bestilling kjøpes avisene inn, dvs. innkjøpspris. Siden innkjøpsprisen er en kostnad for avis-
gutten s˚a kaller vi denne c per avis. Avisgutten selger dem videre p˚a gata for utslagsprisen p per
avis. Fortjenesten blir da:
pi(S, q) = p S − c q , (4)
hvor, som tidligere angitt
S = min(D, q) (5)
Her er p, q og c konstanter. Anta at:
c = 5 NOK (innkjøpspris, dvs. kostnad) (6)
p = 20 NOK (utsalgspris) (7)
i resten av oppgaven.
h) Hva er da forventet fortjeneste E[ pi(S, q = 3) ] dersom avisgutten bestiller q = 3 aviser? 4
4Tips:
• Bruk en av regnereglene vi har lært om. Se formelsamlingen.
• Bruk gjerne resultatet fra oppgave 1f.
5
Avisgutten g˚ar fra gate til gate for a˚ selger aviser.
Derfor er det hensiksmessig a˚ introdusere følgende stokastiske variabel:
Dk = antall aviser som etterspørres en gitt dag i gate nr. k (8)
hvor k = 1, 2, 3, ..., n, og hvor n er antall gater som avisgutten er innom i løpet av en dag.
La oss forenkle virkeligheten og anta følgende:
1. etterspørselen etter aviser i de forskjellige gatene er uavhengige:
Dk er uavhengige for alle k = 1, 2, 3, ... , n
2. alle gatene antas a˚ ha samme sannsynlighetsfordeling:
Dk har samme sanns.fordeling for alle k = 1, 2, 3, ... , n gitt ved tabellen i figur 1
Antall aviser som etterspørres n˚ar avisgutten rekker over n antall gater p˚a en dag er da:
Dtotal = D1 + D2 + D3 + ... + Dn (9)
hvor
n = antall gater som avisgutten selger aviser i løpet av en dag (10)
Figur 4: Fra gate til gate.
6
i) Vis, ved hjelp av regnereglene for forventingsverdi, at
E[Dtotal] = nE[D] (11)
hvor E[D] er forventet etterspørsel av aviser en gitt dag i en gitt gate. 5
j) Med antagelsen om at etterspørselen etter aviser i de ulike gatene er uavhengige, vis da,
ved hjelp av regnereglene for varians, at
V ar[Dtotal] = nV ar[D] (12)
hvor V ar[D] er variansen til etterspørselen en gitt dag i en gitt gate. 6
k) Bruk lign.(12) og vis at 7
σ[Dtotal] =
√
nσ[D] (13)
hvor σ[D] =
√
V ar[D] er standardavviket til etterspørselen en gitt dag i en gitt gate.
5Dersom du har gjort oppgave 1a rett s˚a vet du at E[D] = 3 aviser.
6Dersom du har gjort oppgave 1b rett s˚a vet du at V ar[D] = 2.1.
7Denne oppgaven er svært kort.
7
Anta at avisgutten selger aviser i n = 30 gater.
l) Med antagelsene som nevnt ovenfor, hva slags fordeling har
den stokastiske variabelen Dtotal i lign.(9) med god tilnærmelse?
8
Dersom du har løst deloppgaven foran rett, dvs. oppgave 1l, s˚a innser du at Dtotal er en konti-
nuerlig stokastisk variabel. Man kan da vise at maksimal forventet fortjeneste oppn˚as n˚ar 8
P (Dtotal ≤ Q∗) = 1− c
p
(14)
hvor 9
Q∗ = antall aviser som avisgutten ma˚ kjøpe inn om morgenen (15)
for a˚ maksimere sin fortjeneste
m) Finn Q∗.
n) Forventningsverdien til Dtotal, dvs. forventet etterspørsel av aviser en gitt dag, er
E[Dtotal] = 3 · 30 = 90 (16)
Denne forventningsverdien og verdien p˚a Q∗ fra oppgave 1m er ikke er sammenfallende.
Gi en kort forklaring p˚a hvorfor den ene verdien er større enn den andre.

8Du skal ikke vise lign.(14). Bare ta den for gitt.
9Sannsynligheten P (Dtotal ≤ q∗) i lign.(14) er alts˚a den kumulative fordelingen til D.
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Oppgave 2: ( logistikk )
Du er nyansatt i Kristiansund kommune og har ansvaret for den logistikkmessige planleggingen i
kommunen. Din første oppgave dreier seg om den store boligutbyggingen i Ørnvika i Kristiansund
som er under planlegging. En av de spørsma˚lene som er p˚a dagsorden er antall parkeringsplasser
som bygges i dette omr˚adet. For a˚ bygge tilstrekkelig antall parkeringsplasser s˚a ma˚ man blant
annet ta hensyn til hvor mange biler familene har. Derfor definerer du den stokastiske variabelen:
X = antall biler per familie
For a˚ finne sannsynlighetsfordelingen til X, dvs. P (X = x), s˚a engasjerer du en gruppe stu-
denter ved Høgskolesenteret i Kristiansund som har hatt faget “SCM300 Survey Design”. Disse
studentene finner følgende fordeling for X:
x 
P(X=x) 0.13 0.55 0.31 0.01 
1 0 2 3 
Figur 5: Sannsynlighetsfordeling P (X = x).
Figur 6: Oppslag i TKTV 14. des. 2011. Plankart for Ørnvika vest.
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a) Hva er sannsynligheten for at en familie har minst e`n bil?
b) i) Hva er forventet antall biler for en familie E[X]?
ii) Hva er variansen til antall biler per familie V ar[X]?
Det planlegges bygging for n = 129 boenheter p˚a de 151 ma˚lene planen omfatter. Det totale antall
biler i dette nye byggefeltet blir da:
Y =
n∑
i=1
Xi = X1 +X2 + ... +Xn (17)
c) i) Hva betyr E[Y ] p˚a “godt norsk” i v˚art tilfelle? 10
ii) Finn E[Y ].
Anta at antall biler hver familie har som flytter inn i det nye bolgfeltet er uavhengige.
d) i) Hva betyr V ar[Y ] p˚a “godt norsk” i v˚art tilfelle? (Dvs. gi en tolkning av V ar[Y ].)
ii) Finn V ar[Y ]. 11
e) Hvilken fordeling er det rimelig a˚ anta at Y har? Begrunn svaret. 12
10Dvs. gi en tolkning av E[Y ].
11Hva slags regneregel for variansen kan man benytte seg av her? Se formelsamlingen.
12Hint: Sentralgrenseteoremet. Det er særlig 3 ting du kan nevne for a˚ begrunne svaret ditt.
11
f) Dersom det bygges 160 parkeringsplasser i Ørnvika, hvor stor sannsynlighet er det for at
det er nok parkeringsplasser? 13
Det er retningslinjer for hvor mange parkeringsplasser som et nytt boligfelt skal ha. Disse ret-
ningslinjene sier at det skal være 90 % sannsynlighet for at er nok plasser til alle bilene.
g) Hvor mange parkeringsplasser, si y0, ma˚ det bygges i Ørnvika for a˚
oppfylle retningslinjene?

13Finn P (Y ≤ 160).
12
Oppgave 3: ( logistikk )
Du jobber som frivillig i Tahiti-festivalen i Kristiansund. Oppgaven du blir satt til a˚ h˚andtere
er a˚ arrangere en utflukt for artistene. Dere skal leie en b˚at for a˚ vise artistene hvor vakkert
Kristiansund ligger til ute ved Atlanterhavets rand.
For a˚ finne ut hvor stor b˚at dere m˚a leie s˚a tilnærmer du deg problemet ved hjelp av statistikk.
Totalt er det invitert n = 250 artister og andre gjester p˚a utflukten. Basert p˚a historiske tall s˚a
er det p = 80 % sannsynlighet for at en gitt invitert person faktisk kommer. Du ser p˚a det som
hensiktsmessig a˚ definere den stokastiske variabelen:
X = antall personer som kommer p˚a b˚atturen
Personer som blir inviterte p˚a slike arrangement har en tendens til a˚ komme i flokk. Det betyr
at det ikke er helt riktig a˚ anta at de inviterte kommer uavhengig av hverandre. Men, som en
tilnærmelse til virkeligheten, s˚a antar vi i denne oppgaven at personene møter opp uavhengige av
hverandre.
a) Begrunn hvorfor det er rimelig a˚ anta at X er binomisk fordelt,
dvs. begrunn hvorfor 14
X ∼ Bin[n = 250, p = 0.8 ] (18)
Figur 7: Tahiti-festivalen.
14Hvilke 4 krav m˚a være oppfylt for at X skal være binomisk fordelt? Er disse kravene oppfylt i v˚art tilfelle?
13
b) Finn forventet antall personer som kommer p˚a b˚atturen, dvs. finn E[X].
c) i) Finn variansen til antall person som kommer p˚a b˚atturen, dvs. finn V ar[X].
ii) Hva er det tilhørende standardavviket σ[X]?
d) i) Dersom en betingelse er oppfylt s˚a kan en binomisk fordeling tilnærmes med en
normalfordeling. Hvilken betingelse er det? 15
ii) Er denne betingelsen oppfylt i v˚art tilfelle?
Tahiti-festivalens sjef Frode Alnæs sier til deg at du m˚a finne ut hvor stor kapasitet b˚aten ma˚ ha
for a˚ f˚a plass til passasjerene. Alnæs sier videre at det skal være 95 % sikkert at alle som kommer
skal f˚a plass i b˚aten.
e) Hvor mange personer ma˚ b˚aten minst ha plass til for a˚ oppfylle Alnæs sitt krav? 16

Figur 8: Tahiti-festivalens sjef Frode Alnæs.
15Se formelsamlingen.
16Finn minimum passasjerkapasitet X0 som b˚aten m˚a ha. Denne er bestemt av
P (X ≤ x0) = 0.95 (19)
Siden X ∼ N[µ, σ[X] ], hvor µ = E[X] og σ[X] ble funnet i oppgave 3b og 3c, s˚a han vi løse lign.(19) ved a˚
standardisere og deretter bruke “omvendt taballoppslag”.
14
Oppgave 4: ( regresjon )
a) Hva er regresjonsanalyse? 17
b) Hva er forma˚let med regresjonsanalyse? 18
c) Hvilke to typer regresjon skiller man ofte mellom?

y 
x 
Figur 9: Regresjon.
17Her trengs kun et kort svar. Se formelsamlingen.
18Se formelsamlingen.
15
Oppgave 5: ( økonomi )
EiendomsMegler 1 Midt-Norge ønsker a˚ se nærmere p˚a sammenhengen mellom areal x og pris y
p˚a leiligheter. De gjør observasjoner av x og tilhørende y:
x = areal (20)
y = pris (i 1000 NOK) (21)
Eiendomsfirmaet solgte n = 6 leiligheter i mars 2018. Areal og pris for disse leilighetene er opp-
summert i følgende tabell:
x    ( areal i m2 ) 
y   pris   ( i 1000 NOK ) 2100 2850 3050 3800 
60 43 75 80 95 105 
4525 4500 
Figur 10: Areal x og pris y.
PS:
Man kan fint løse denne oppgaven kun ved bruk av vanlig kalkulator. Uten bruk av Excel. Men
denne oppgaven er et eksempel p˚a at et dataprogram som f.eks. Excel kan brukes i statistikksam-
menheng. Derfor er det laget en Excel-fil:
007 Øving 7, oppgave 5, pris-areal, (2. april 2018).xlsx
Denne Excel-filen ligger p˚a Canvas. Direktelink finner du her. Selv om det er frivillig a˚ bruke Excel
s˚a kan det være en fin ma˚te a˚ sjekke dine svar p˚a i denne oppgaven. I tillegg s˚a illustrerer det, til
en viss grad, nytten av dataprogrammer innen statistikk.
Figur 11: Areal og pris.
16
a) Hva er gjennomsnittlig areal x av leilighetene? Og gjennomsnittspris y?
b) Hva er den empiriske variansen for arealet x, dvs. hva er S2x? Og for prisen, S
2
y?
c) Hva er den empiriske kovariansen︸ ︷︷ ︸
samvariasjon
mellom x og y, dvs. hva er Sxy?
d) Finn minste kvadraters regresjonslinje for x og y. 19
e) Den største leiligheten i tabell 10 er “bare“ 105 m2.
Dersom eiendomsmeglerfirmaet ønsker a˚ estimere hvor mye en leilighet p˚a
f.eks. 140 m2 vil koste basert p˚a slagstallene fra mars s˚a kan de bruke den
estimerte modellen fra oppgave 5d, alts˚a regresjonslinjen.
Hvor mye predikerer regresjonslinjen at en leilighet p˚a 140 m2 vil koste?
For a˚ finne forklaringskraften R2 kan man f.eks. bruke Excel istedet for a˚ regne ut R2 “for h˚and”
via definisjonen.
f) Finn forklaringsstyrken R2 uten a˚ gjøre noe regning “for h˚and”.
Bare les av fra Excel-utskriften i figur 12 p˚a neste side. 20
g) Kommenter svaret i oppgave 5f. 21
19Bruk formelsamlingen!
20Hint: Se side 388 i kompendiet.
21For et gitt areal, vi du si at regresjonslinjen predikerer prisen i stor eller liten grad? Med stort eller lite
presisjonsniv˚a?
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Figur 12: Utskrift fra Excel.
h) Bruk Excel til a˚ plotte regresjonslinjen fra oppgave 5d.
Skriv ut ditt Excel-plott og legg ved i din innlevering.
Din Excel-utskrift skal se omtrent ut som figur 13,
men med regresjonslinjen fra oppgave 5d i tillegg. 22
PS:
Usikker p˚a hvordan man lager regresjonsplott i Excel? Se video p˚a himoldeX.no.

Figur 13: Excel.
22Tittel p˚a x-aksen kan f.eks. være “Areal (i m2)”. Tittel p˚a y-aksen kan f.eks. være “Pris (i 1000 NOK)”.
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